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LỜI NÓI ĐẦU 

 

Bài giảng “Cơ học ứng dụng” nhằm trang bị kiến thức cơ học cơ sở cho các 

kỹ sư trong các lĩnh vực khác nhau của công nghiệp, đó là các nguyên lý hoạt động, 

các cơ sở tính toán về máy và các chi tiết máy. Bài giảng được viết dùng giảng dạy 

cho sinh viên ngành công nghệ thực phẩm nói riêng, ngoài ra nó còn làm tài liệu 

tham khảo cho các ngành kỹ thuật khác có liên quan. Bài giảng gồm 5 chương: 

Chương 1: Tĩnh học 

Chương 2: Động học 

Chương 3: Động lực học 

Chương 4: Sức bền vật liệu 

Chương 5: Chỉ tiêu bền 

Trong quá trình biên soạn không tránh khỏi sai sót về nội dung cũng như hình 

thức, rất mong nhận được các ý kiến đóng góp của bạn đọc. 

Chân thành cảm ơn! 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 1: Tĩnh  học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 1 

Hình 1-1 

 

Chương 1 

TĨNH HỌC 

 

Tĩnh học vật rắn có nhiệm vụ nghiên cứu trạng thái cân bằng của vật rắn dưới tác 

dụng của các lực. Trong phần tĩnh học sẽ giải quyết hai vấn đề cơ bản sau: 

-  Thu gọn hệ lực thực về dạng đơn giản: Biến đổi một hệ lực đã cho thành một hệ 

lực khác tương đương với nó nhưng đơn giản hơn. Trên cơ sở đó tìm các dạng tương 

đương đơn giản nhất của hệ lực gọi là các dạng chuẩn của hệ lực. 

-   Tìm điều kiện cân bằng của hệ lực: Thiết lập các điều kiện đối với hệ lực mà dưới 

tác dụng của nó vật rắn được cân bằng, chúng được gọi là các điều kiện cân bằng của hệ 

lực. 

1.1.    CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VÀ CÁC TIÊN ĐỀ TĨNH HỌC 

1.1.1.    Các khái niệm cơ bản. 

1.1.1.1.    Vật rắn tuyệt đối. 

Là một tập hợp vô hạn các chất điểm mà khoảng cách giữa hai chất điểm bất kỳ luôn 

luôn không đổi. 

Vật rắn tuyệt đối là mô hình đơn giản nhất của vật thể khi biến dạng của nó có thể bỏ 

qua được do bé quá hoặc không đóng vai trò quan trọng trong quá trình khảo sát. Vật rắn 

tuyệt đối gọi tắt là vật rắn. 

1.1.1.2.    Cân bằng. 

Là trạng thái đứng yên của vật rắn so với một vật rắn khác được chọn làm chuẩn (hệ 

quy chiếu). 

Trong tĩnh học hệ quy chiếu được chọn phải thỏa mãn định luật quán tính của 

Newton (hệ quy chiếu đứng yên tuyệt đối). Trong kỹ thuật hệ quy chiếu được chọn làm vật 

chuẩn thường là hệ trục tọa độ gắn với Trái Đất. 

Cân bằng trong hệ quy chiếu quán tính gọi là cân bằng tuyệt đối. 

1.1.1.3.   Lực. 

Là tương tác giữa các vật mà kết quả của nó là gây ra sự biến đổi trạng thái chuyển 

động cơ học (tức là sự thay đổi vị trí, bao gồm cả biến dạng) mà cân bằng chỉ là trường 

hợp riêng. 

Qua thực nghiệm, tác dụng lực lên vật được xác định bởi ba yếu tố: 

a.    Điểm đặc của lực là điểm mà tại đó vật nhận được tác dụng từ vật khác. 

b.    Phương, chiều của lực là phương chiều chuyển động của chất điểm (Vật thể có 

kích thước vô cùng bé) từ trạng thái yên nghỉ dưới tác dụng cơ học. 

c.    Cường độ (hay trị số) của lực là số đo độ mạnh yếu của 

tương tác cơ học. Đơn vị của lực là Newton, kí hiệu là N. 

Ví dụ: Lực F


 biểu diễn bằng véc-tơ  (hình 1-1). 

Phương chiều của véc-tơ  biểu diễn phương chiều của lực 

F


, độ dài của véc-tơ  theo tỉ lệ đã chọn biểu diễn trị số của lực, 

AB

AB

AB
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d 
F 

F 

P 

    Hình 1-3 

F’ 

F’ 
m


m


gốc véc-tơ biểu diễn điểm đặt của lực, giá của véc-tơ biểu diễn phương tác dụng của lực. 

1.1.1.4.    Các định nghĩa khác. 

a.    Hệ lực: là một tập hợp nhiều lực tác dụng lên một vật rắn. 

Kí hiệu:  NFFF


,..., 21 . 

b.    Hệ lực tương đương: Hai hệ lực được gọi là tương đương nhau, nếu như từng hệ 

lực một lần lượt tác dụng lên cùng một vật rắn có cùng trạng thái cơ học như nhau. 

Ta biểu diễn hai hệ lực tương đương như sau: 

   mN PPPFFF


,....,,..., 2121   

Dấu “” là dấu tương đương. 

Nếu hai lực tương đương có thể thay thế cho nhau được. 

c.    Hệ lực cân bằng: Là hệ lực mà dưới tác dụng của nó, vật rắn tự do có thể ở trạng 

thái cân bằng. 

d.    Hợp lực:  Là lực tương đương với hệ lực. 

Ví dụ: Lực R


 là hợp lực của hệ lực ( NFFF


,...,, 21 ), ta kí hiệu R

( NFFF


,...,, 21 ) 

e.    Ngẫu lực: là một hệ lực gồm hai lực song song 

ngược chiều và cùng cường độ. Một ngẫu lực được đặc 

trưng bởi các yếu tố sau: 

 -   Mặt phẳng tác dụng của ngẫu lực là mặt phẳng 

P chứa hai lực thành phần của ngẫu lực được gọi tắt là 

mặt phẳng ngẫu lực (hình 1–2). 

-   Chiều quay của ngẫu lực trong mặt phẳng ngẫu 

lực. 

-   Cường độ tác dụng của ngẫu lực được đặc trưng bởi tích số F.d được gọi là trị số 

của mô men ngẫu lực, trong đó F là giá trị của các lực thành phần, d là khoảng cách vuông 

góc giữa hai lực thành phần được gọi là cánh tay đòn của ngẫu lực. Đơn vị của ngẫu lực là 

Newton.met, kí hiệu N.m. 

Trong không gian, ngẫu lực được biểu diễn bằng vectơ mômen ngẫu lực, kí hiệu là 

m


; được xác định như sau (hình 1-3): 

 -   Phương: vuông góc với mặt phẳng chứa ngẫu lực. 

 -   Chiều: nhìn từ ngọn xuống thấy chiều quay của ngẫu 

lực ngược chiều kim đồng hồ. 

-    Môđun của vectơ mô men ngẫu lực bằng trị số mômen 

ngẫu lực, tức bằng dFm . . 

Quy ước gốc của vectơ m


 nằm trên mặt phẳng ngẫu lực. 

Lấy dấu “+” khi chiều quay ngẫu lực ngược chiều kim 

đồng hồ và lấy dấu “-” trong trường hợp ngược lại. 

f.    Liên kết và phản lực liên kết: Liên kết là những điều 

kiện cản trở di chuyển của vật.  

Trong tĩnh học các điều kiện đó được thể hiện bằng sự tiếp xúc trực tiếp giữa các vật. 

Vật bị cản gọi là vật không tự do. Lực tác dụng qua lại giữa các vật không tự do được gọi 

là lực liên kết. Các lực không phải là lực liên kết được gọi là lực đặt vào. Nếu khảo sát một 

Hình 1-2 

F 

F 
d 

P 

F 

F 
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vật nào đó thì lực liên kết do vật khác tác dụng lên nó gọi là phản lực liên kết, còn lực do 

nó tác dụng lên các vật khác được gọi là áp lực. 

1.1.2.    Các định luật tĩnh học 

Định luật 1: (Định luật về hai lực cân bằng) 

Điều kiện cần và đủ để một vật rắn nằm cân 

bằng dưới tác dụng của hai lực là hai lực có cùng 

đường tác dụng, ngược chiều nhau và cùng cường độ. 

Hai lực thỏa nãn điều kiện này được gọi là hai 

lực cân bằng (hình 1-4 a,b). 

Định luật 2: (Định luật thêm bớt hai lực cân bằng). 

Tác dụng của một hệ lực không thay đổi nếu thêm vào hoặc bớt đi hai lực cân bằng. 

Từ hai tiên đề trên, ta có hệ quả: 

Hệ quả (định lí trược lực): Tác dụng của lực không thay đổi khi trượt lực trên 

đường tác dụng của nó. 

Nếu thêm hai lực cân bằng nhau  ', BB FF


 tại B có cùng cường độ với lực AF


, ta có 

(hình 1-5): 

     BABBA FFFFF


 ,, '  

Như vậy trong trường hợp của lực tác dụng lên vật rắn (và chỉ đối với vật rắn) điểm 

đặt lực không quan trọng, chỉ có đường tác dụng là quan trọng. Lực trong tĩnh học vật rắn 

là véc-tơ trượt. 

 

Định luật 3: (Định luật hình bình hành lực) 

Hai lực tác dụng tại một điểm tương đương với một lực tác dụng tại cùng điểm đó và 

có véc-tơ lực bằng véc-tơ chéo của hình bình hành có hai cạnh là hai véc-tơ lực của các 

lực đã cho. 

Nhờ định luật 3 phép cộng véc-tơ được sử dụng cho phép tính lực. Cần lưu ý rằng 

nhờ hệ quả trượt lực, điều kiện hai lực đặt tại một điểm có thể thay thế bằng điều kiện hai 

đường tác dụng của hai lực gặp nhau. 

Định luật 4: (Định luật tác dụng và phản tác dụng) 

Lực tác dụng và lực phản tác dụng giữa hai vật có cùng cường độ, cùng đường tác 

dụng và hướng ngược chiều nhau. 

Chú ý rằng lực tác dụng và phản lực tác dụng không phải là hai lực cân bằng vì 

chúng không tác dụng lên cùng một vật rắn. Định luật tác dụng và phản tác dụng đúng cho 

mọi hệ quy chiếu (hệ quy chiếu quán tính và không quán tính) và là cơ sở cho phép mở 

rộng các kết quả đã khảo sát đối với bài toán một vật sang bài toán hệ vật. 

Định luật 5: (Định luật hóa rắn). 

    FA 

Hình 1-5 

A 

   FA    FB       FB 

    A      B 

    FB 

      B 

a) b) 

F F 

a

) F F 

b

) 

       Hình 1-4 

A 
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Một vật biến dạng đã cân bằng dưới tác dụng của một hệ lực thì khi hóa rắn nó vẫn 

cân bằng. 

Vậy hệ lực tác dụng lên “vật biến dạng cân bằng” thỏa mãn các điều kiện như hệ lực 

tác dụng lên vật rắn cân bằng. Do đó có thể sử dụng các kết quả khảo sát đối với vật rắn 

cân bằng cho trường hợp vật rắn biến dạng cân bằng. Tuy nhiên nó chỉ là điều kiện cần, 

không phải là điều kiện đủ. Để khảo sát bài toán cân bằng vật rắn biến dạng ngoài các kết 

quả nhận được khi khảo sát vật rắn cân bằng cần thêm vào các giả thuyết về biến dạng (ví 

dụ như định luật Húc trong sức bền vật liệu). 

Định luật 6: (Định luật thay thế liên kết) 

Vật không tự do cân bằng có thể được xem là vật tự do cân bằng bằng cách giải 

phóng tất cả các liên kết và thay thế tác dụng các liên kết được giải phóng bằng các phản 

lực liên kết thích hợp. 

F1
F2

N1N2

F3

F1
F2

N1 N2

F3  

Hình 1-6 

Một số quy tắc tìm các đặc trưng của các phản lực liên kết đối với một số liên kết 

thường gặp (các liên kết không ma sát) (hình 1-6). 

a.    Liên kết tựa. 

Hai vật tựa trực tiếp lên nhau, chỗ tiếp xúc là bề mặt hoặc đường hoặc điểm. Phản 

lực tựa có phương vuông góc với mặt tựa (hoặc đường tựa) (hình 1-7). 

                     

Hình 1-7 

b.   Liên kết dây mềm, thẳng và không dãn. 

Phản lực của dây tác dụng lên vật 

khảo sát đặt vào điểm buộc dây và 

hướng vào dây. Phản lực của vật rắn tác 

dụng lên dây được gọi là sức căng dây, 

kí hiệu là T. Sức căng của dây hướng 

dọc dây và hướng ra đối với mặt cắt dây. 

Trong trường hợp dây vòng qua vật thì 

phản lực dây hướng dọc dây và hướng ra 

ngoài mặt cắt của dây (hình 1-8a, b). 

c.   Liên kết bản lề. 

Hình 1-8 
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Hai vật có liên kết bản lề khi chúng có trục (chốt) chung. Trong trường hợp này hai 

vật tựa vào nhau theo đường nhưng điểm tựa chưa được xác định. Phản lực liên kết R


 đi 

qua tâm của trục và có phương chiều chưa xác định. Phản lực được phân thành hai thành 

phần vuông góc với nhau ( yx RR


 ), nằm trong mặt phẳng thẳng góc với đường trục tâm 

của bản lề. Khớp bản lề di động (hình 1-9a), khớp bản lề cố định (1-9b). 

   

  Hình 1-9a      Hình 1-9b 

d.   Liên kết gối. 

Dùng để đỡ các dầm, khung … có loại gối 

cố định và gối có con lăn, phản lực liên kết của 

gối cố định được xác định như liên kết bản lề, 

còn phản lực liên kết của gối có con lăn được tìm 

theo qui tắc của phản lực liên kết tựa (hình 1-10). 

-  Liên kết gối cố định: Phản lực được xác 

định như khớp bản lề. 

-  Liên kết gối di động: Phản lực được xác định như liên kết tựa. 

e.    Liên kết gối cầu. 

Được thực hiện nhờ một quả cầu gắn vào đầu của vật chịu 

liên kết và được đặt trong một vỏ cầu gắn liền với vật gây liên kết. 

Phản lực gối cầu đi qua tâm O của vỏ cầu, có phương, chiều chưa 

xác định. Thường phản lực gối cầu được phân thành 3 thành phần 

vuông góc ( zyx RRR


,, ). Trường hợp tương tự liên kết gối cầu là 

liên kết cối (ổ chắn) (hình 1-11). 

g.    Liên kết ngàm. 

Là liên kết khi vật được nối cứng vào một vật khác (ví dụ như hàn). Trong trường 

hợp ngàm phẳng phản lực liên kết gồm hai lực thẳng góc với nhau và một ngẫu lực nằm 

trong mặt phẳng chứa hai lực. Đối với ngàm không gian, phản lực liên kết gồm ba thành 

phần lực vuông góc với nhau (dọc 3 trục tọa độ) và ba thành phần ngẫu lực trong ba mặt 

phẳng tọa độ (hình 1-12). 

 

Hình 1-12 

h.    Liên kết thanh. 

Được thực hiện nhờ các thanh thỏa mãn các điều kiện sau: chỉ có lực tác dụng ở hai 

đầu, còn dọc thanh không có lực tác dụng và trọng lượng thanh được bỏ qua (ví dụ các 

Hình 1-10 

 

Hình 1-11 
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F

Fz

Fxz

z

x

FFy

Fxy

Fx

O

Hình 1-14 

 

thanh không trọng lượng, liên kết bằng các liên kết trụ hoặc cầu). Phản lực có phương qua 

hai điểm chịu lực. 

Nói chung, liên kết có thể có kết cấu đa dạng. Xác định phương chiều của phản lực 

liên kết trong trường hợp chung theo quy tắc sau: tương ứng với hướng di chuyển thẳng bị 

ngăn trở có phản lực ngược chiều, tương ứng với hướng di chuyển quay bị ngăn trở có 

ngẫu phản lực ngược chiều. 

1.1.3.    Các hệ quả. 

1.1.3.1.     Hợp các lực đồng quy. 

Giả sử có hệ lực đặt tại O (trường hợp có đường tác dụng gặp nhau tại O thì áp dụng 

hệ quả trượt lực để đưa về trường hợp này). Áp dụng trực tiếp định luật về hình bình hành 

lực ta tìm được hợp lực của hệ lực R


 của hệ lực (hình 1-13a).           

 

Hợp lực đi qua điểm đồng qui O và có véc-tơ lực: 

NFFFR


 ...21 ;   



N

k

kFR
1


    (1-1) 

Để xác định véc-tơ lực của hợp lực có thể sử dụng phương pháp vẽ hoặc phương 

pháp xác định hình chiếu của nó trên 3 trục vuông góc. 

a.    Phương pháp vẽ. 

Hợp lực được biểu diễn bằng véc-tơ khép kín của đa giác lực được xây dụng như 

sau: từ đầu mút của véc-tơ biểu diễn lực 1F


 vẽ véc-

tơ  song song và bằng véc-tơ lực 2F


, từ B vẽ 

véc-tơ  song song và bằng véc-tơ lực 3F


 và cứ 

thế tiếp tục cho đến lực cuối cùng NF


 (N=3). Đa 

giác lực OABC là đa giác lực của hệ ba lực 

( 1F


, 2F


, 3F


) cạnh  là véc-tơ khép kín đa giác 

lực, nó biểu diễn hợp lực của ba lực ( 1F


, 2F


, 3F


). 

Vì hợp lực phải đi qua điểm O, nên đa giác lực 

không cần thiết phải vẽ xuất phát từ điểm đồng quy 

O mà có thể từ một điểm  O’ tùy ý (hình 1-13b). 

Vậy hợp lực của hệ lực đồng quy được biểu 

diễn bằng véc-tơ khép kín của đa giác lực đặt tại 

điểm đồng quy. 

      O’ 

A’ 

B’ 

C’ 

R’ 

Hình 1-13b Hình 1-13a 

O 

A 

B 

       F2 

F3 

F1 

C 

R 

AB

BC

OC
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b.    Phương pháp hình chiếu. 

Khi chiếu hai vế của đẳng thức véc-tơ (1-1) lên ba trục tọa độ vuông góc ta được: 

































N

k

kzNzzzz

N

k

kyNyyyy

N

k

kxNxxxx

FFFFR

FFFFR

FFFFR

1

21

1

21

1

21

....

....

....

 (1-2) 

Đó là ba hình chiếu của véc-tơ hợp lực lên ba trục tọa độ vuông góc. Từ đó có thể 

xác định được giá trị phương chiều của hợp lực: 

222

zyx RRRR  ;  
R

R
ROx x


,cos ;  
R

R
ROy

y



,cos ;   

R

R
ROz z


,cos   (1-3) 

Véc-tơ khép kín R


 của đa giác lực xuất phát từ một điểm O’ bất kỳ được gọi là véc-

tơ chính của hệ lực, kí hiệu R


. 





N

k

kFR
1


    (1-4) 

Định lí 1-1: Hợp lực của hệ lực đồng quy được biểu diễn bằng véc-tơ chính của hệ 

lực đặt tại điểm đồng qui. 

1.1.3.2.     Các định lí biến đổi tương đương ngẫu lực. 

Định lí 1-2: Hai ngẫu lực cùng nằm trong một mặt phẳng, có cùng chiều quay và 

cùng trị số mô men (tức cùng mô men đại số) thì tương đương nhau (hình 1-15). 

                  

Định lí 1-3: Tác dụng của ngẫu lực không thay đổi 

khi nó dời đến những mặt phẳng song song (hình 1-16). 

Định lí 1-4:   Hai ngẫu lực có cùng véc-tơ mô men 

thì tương đương nhau (hình 1-17). 

P

Fd

P'

m

Fd

m

 

Hình 1-17 

Như vậy tác dụng của ngẫu lực hoàn toàn được đặc 

trưng bằng véc-tơ mô men ngẫu lực m


. 

m1=Fd

PP

m2=Fd

Hình 1-15 

F

F

F

F

Hình 1-16 

 

m1

m2

m

m2

m1

m

Hình 1-18 
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Trong trường hợp riêng khi xét tác dụng của ngẫu lực trong mặt phẳng thì tác dụng 

của nó hoàn toàn được đặc trưng bằng mô men đại số ngẫu lực Fdm  . 

Định lí 1-5: Hợp các ngẫu lực được một ngẫu lực, có véc-tơ bằng tổng các véc-tơ 

mô men các ngẫu lực đã cho (hình 1-18): 





N

k

kmm
1


    (1-5) 

Định lí 1-6: Hợp các ngẫu lực trong cùng một mặt phẳng được một ngẫu lực nằm 

trong mặt phẳng đã cho, có mô men đại số bằng tổng mô men đại số các ngẫu lực đã cho: 





N

k

kmm
1

   (1-6) 

1.2. HỆ LỰC PHẲNG. 

1.2.1.    Véc-tơ chính và mô men chính của hệ lực phẳng. 

1.2.1.1.  Véc-tơ chính của hệ lực phẳng. 

Cho hệ lực phẳng ( 1F


, 2F


, 3F


). 

a.     Định nghĩa:  Véc-tơ chính của hệ lực, kí hiệu R


 là véc-tơ tổng của các véc-tơ 

lực của hệ lực: 





N

k

kN FFFFR
1

21 ...


   (1-7) 

b.    Xác định véc-tơ chính có thể sử dụng phương pháp vẽ đa giác lực.  

Trong trường hợp này đa giác lực là đa giác phẳng (hình 1-19), cũng có thể xác định 

véc-tơ chính qua các hình chiếu của nó trên các trục tọa độ vuông góc theo công thức (1-

2). Trong trường hợp này chỉ cần xác định hai hình chiếu của nó trên hai trục vuông góc 

với nhau. 













N

k

kyNyyyy

N

k

kxNxxxx

FFFFR

FFFFR

1

21

1

21

...

...





   (1-8) 

Giá trị, phương và chiều của véc-tơ chính được 

xác định theo công thức: 

   
R

R
ROy

R

R
ROxRRR

yx

yx











,cos;,cos;22    (1-9) 

1.2.1.2.    Mô men chính của hệ lực phẳng đối với một điểm. 

a.    Mô men của một lực đối với một điểm: Mô men của một 

lực đối với điểm O, kí hiệu  FmO


, là một đại lượng đại số:  

  FdFmO 


    (1-10) 

Trong đó: F là trị số của lực, d là khoảng cách thẳng góc từ O 

đến đường tác dụng của lực, lấy dấu “+” khi lực có chiều quay 

quanh O ngược với chiều kim đồng hồ và lấy dấu “-” trong trường 

hợp ngược lại. Trong trường hợp (hình 1-20) thì: 
    Hình 1-20 

 

A

O

B
F

d

       O’ 

A’         F1 

F

2 

      F3 

C

’ 

      R’ 

Hình 1-19 
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  FdFmO 


 

Mô men của lực đối với điểm bằng không khi lực đi 

qua điểm lấy mô men. Về trị số mô men của lực đối với 

điểm bằng hai lần diện tích của tam giác có đỉnh là điểm lấy 

mô men, có cạnh đáy là véc-tơ lực: 

  OABdtFmO  2


   (1-11) 

Chú ý: 

-   Mô men của ngẫu lực bằng mô men của một lực 

thành phần đối với điểm nằm trên đường tác dụng của lực thành phần kia, tức là (hình 1-

21): 

   FmFmm OO



    (1-12) 

O nằm trên đường tác dụng của F 


, còn O’ nằm trên đường 

tác dụng của F


. 

-   Mô men của ngẫu lực ( F


, F 


) đối với một điểm O bất kì 

(tức là tổng mô men của lực F


 và F 


 đối với điểm O) chính bằng 

mô men của ngẫu lực, tức (hình 1-22): 

   FmFmm OO


    (1-13) 

b.    Mô men chính của hệ lực phẳng đối với một điểm O: là đại lượng đại số, kí hiệu 
Om , bằng tổng mô men của các lực của hệ lực đối với điểm O: 

       



N

k

k

O

N

OOOO FmFmFmFmm
1

21 ....


    (1-14) 

c.    Nhận xét. 

-   Véc-tơ chính là véc-tơ tự do, còn mô men chính phụ thuộc vào điểm lấy mô men, 

nghĩa là mô men chính lấy đối với hai điểm khác nhau sẽ khác nhau: 

 OO

OO Rmmm





      (1-15) 

Trong đó: Om

 và Om  là mô men chính của hệ lực đối với các điểm O’ và O tương 

ứng, còn  OO Rm


  là mô men đối với điểm O’ của véc-tơ chính đặt tại O. 

-   Đối với hệ lực đồng quy thì mô men chính của hệ lực đối với điểm đồng quy bằng 

không. Đối với hệ ngẫu lực thì véc-tơ chính của hệ ngẫu lực luôn luôn bằng không, còn mô 

men chính của hệ ngẫu lực đối với điểm bất kỳ O nào cũng bằng mô men của ngẫu lực 

tổng cộng tức bằng tổng mô men các ngẫu lực thành phần của hệ ngẫu lực. 

1.2.2.    Thu gọn hệ lực phẳng. 

1.2.2.1.    Định lí dời lực song song. 

Định lí 1-7: Lực F


 đặt tại A tương đương với tác dụng của nó đặt tại O (lực F 


) và 

một ngẫu lực có mô men bằng mô men của lực F


 đối với điểm O. 

F

 F 


 và  Fmm O


      (1-16) 

O'

F'

F

O

Hình 1-21 

F'

F

O

Hình 1-22 
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Chứng minh:  Đặt tại O hai lực cân bằng ( F 


, F 


) có cùng trị số với lực F


. Theo 

định luật 2 (chương 1), ta có:   FFFFF 


,,  và  FF 


,  

 FF 


,  là một ngẫu lực có mô men:  FO
mm   theo (1-12). 

Vậy (1-16) đã được chứng minh (hình 1-23) 

O

A
F

A

F

O F'OF"

m=m0(F)

 

Hình 1-23 

1.2.2.2.    Thu gọn hệ lực phẳng về tâm O. 

Lấy một điểm O trong mặt phẳng tác dụng của hệ lực gọi là tâm thu gọn. Sử dụng 

định lí dời lực song song để dời các lực về tâm O (hình 1-24). 

11 FF 


 và ngẫu lực  11 Fmm O


  

22 FF 


 và ngẫu lực  22 Fmm O


  

….. 

NN FF 


 và ngẫu lực  NON Fmm


  

Như vậy, thu gọn hệ lực ( 1F


, 2F


,…, NF


) về tâm O ta được hệ đồng quy tại O: 

( 1F 


, 2F 


,..., NF 


) và hệ ngẫu lực phẳng: ( 1m , 2m ,…, Nm ). 

Như đã biết, hệ lực đồng quy có hợp lực qua O, được biểu diễn bằng véc-tơ chính 

của hệ lực đã cho đặt tại O (véc-tơ chính của hệ lực đồng quy thu về O và véc-tơ chính của 

hệ lực đã cho bằng nhau): 

F1

O O
F2

F3

F'1

F'2F'3
R'

m1

m2

m3

O

R'

m2

 

Hình 1-24 

RFFR
N

k

k

N

k

kO
 





11

    (1-17) 

Trong đó: OR


 là hợp lực của hệ lực đồng quy thu về O, còn R


 là véc-tơ chính của 

hệ lực phẳng đã cho. 

Hệ ngẫu lực phẳng ( 1m , 2m ,…, Nm ), theo định lí 1-6 tương đương với một ngẫu lực 

m , nằm trong mặt phẳng của hệ lực: 

     NOOON FmFmFmmmmm


 ...... 2121  
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 



N

k

kO Fmm
1


    (1-18) 

Định lí 1-8: Hệ lực phẳng bất kỳ tương đương với một lực và một ngẫu lực đặt tại 

một điểm tùy ý cùng nằm trong mặt phẳng tác dụng của hệ lực. Chúng được gọi là lực và 

ngẫu lực thu gọn. Lực thu gọn đặt tại tâm thu gọn, có véc-tơ lực bằng véc-tơ chính của hệ 

lực, còn ngẫu lực thu gọn có mô men bằng mô men chính của hệ lực đối với tâm thu gọn. 

Chú ý:  Phương, chiều và giá trị của lực thu gọn không phụ thuộc vào tâm thu gọn 

(vì véc-tơ chính là véc-tơ tự do) còn ngẫu lực thu gọn phụ thuộc vào tâm thu gọn (ngẫu lực 

thu gọn biến thiên theo tâm thu gọn và được tính theo công thức 1-15). 

1.2.2.3.    Các dạng chuẩn của hệ lực phẳng. 

Dạng chuẩn là dạng đơn giản nhất nhận được khi thu gọn hệ lực. Từ kết quả thu gọn 

hệ lực phẳng về một tâm ta nhận được các dạng chuẩn sau: 

a.    Hệ lực phẳng cân bằng khi véc-tơ chính và mô men chính triệt tiêu: 

0R


;    0,...,,0 21  N

O FFFm


 

b.   Hệ lực phẳng thu về một ngẫu lực khi véc-tơ chính triệt tiêu, còn mô men chính 

không triệt tiêu: 

0R


;   O

N

O mFFFm 


,...,,0 21  

Trong hai trường hợp trên vì 0R


 nên theo công thức (1-15), mô men chính đối 

với mọi tâm đều bằng nhau, trong trường hợp a. bằng không đối với mọi tâm, còn trong 

trường hợp b. bằng Om  đối với mọi tâm. 

c.    Hệ lực phẳng có hợp lực: 

Khi 0R


, 0Om  thì 

  ON RFFF 


,...,, 21 , tức là hệ lực đã cho 

có hợp lực đặt tại O có véc-tơ lực bằng 

véc-tơ chính của hệ lực (hình 1-25a). 

Khi 0R


, 0Om , hệ lực thu về 

tâm O được một lực  OR


 và một ngẫu 

lực Om , theo định lí dời lực song song có 

thể đưa về một lực có phương chiều và 

giá trị bằng phương, chiều và giá trị của 

véc-tơ chính nhưng đặt tại điểm O’ khác 

O, cách O một đoạn 
R

m
h

O


  sao cho mô 

men của hợp lực R


 đối với điểm O bằng 
Om  (hình 1-25b), tức 

   



N

k

kOO FmRm
1


. Vậy trong trường 

hợp hệ lực có hợp lực ta có định lí Varinhông: 

Định lí 1-9 (định lí Varinhông): Trong trường hợp hệ lực có hợp lực, mô men của 

hợp lực đối với một điểm bất kỳ bằng tổng mô men của các lực của hệ lực đối với cùng 

điểm đó: 

O

R'

m = 0
o

a)

O

R

O

R'0

m
o

b)

O R

O'

h=m /R'
o

Hình 1-25 
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   



N

k

kOO FmRm
1


 

Từ đây dễ dàng suy ra rằng: 

Hệ lực đồng quy phẳng có hai dạng chuẩn sau: 

-   Cân bằng nếu véc-tơ chính của hệ lực triệt tiêu. 

-   Hợp lực nếu véc-tơ chính của hệ lực không triệt tiêu. 

Hệ ngẫu lực có hai dạng chuẩn sau: 

-   Cân bằng nếu mô men chính của hệ ngẫu lực triệt tiêu. 

-   Ngẫu lực nếu mô men chính của hệ ngẫu lực không triệt tiêu. 

Hệ lực song song phẳng cùng chiều chỉ có một dạng chuẩn là hợp lực vì véc-tơ chính 

không triệt tiêu. 

Hệ lực song song phẳng ngược chiều có thể có ba dạng chuẩn: cân bằng, ngẫu lực và 

hợp lực. 

1.2.3.    Điều kiện cân bằng và các phương trình cân bằng của hệ lực phẳng. 

1.2.3.1.    Điều kiện cân bằng. 

Định lí 1-10:  Điều kiện cần và đủ để hệ lực phẳng cân bằng là véc-tơ chính và mô 

men chính của hệ lực đối với một điểm bất kì phải đồng thời triệt tiêu. 

 
 



























N

k

kO

O

N

k

k

N

Fmm

FR

FFF

1

1

21

0

,...,,





    (1-19) 

Chứng minh: Điều kiện cần được chứng minh dựa vào các dạng chuận của hệ lực vì 

nếu điều kiện (1-19) không thỏa mãn thì hệ lực phẳng hoặc tương đương với một lực hoặc 

một ngẫu lực, không thỏa mãn định luật 1. Điều kiện đủ là hiển nhiên vì khi véc-tơ chính 

bằng không, hệ lực thu gọn về tâm O sẽ được một ngẫu lực, tức thu gọn về hai lực. Nếu 

ngẫu lực bằng không thì hai lực đó là hai lực cân bằng. 

1.2.3.2.    Các dạng phương trình cân bằng của hệ lực phẳng. 

Điều kiện (1-19) có thể được viết dưới dạng các phương trình được gọi là các 

phương trình cân bằng. Có ba dạng phương trình cân bằng. 

Dạng 1: Điều kiện cần và đủ để hệ lực cân bằng là tổng hình chiếu các lực trên hai 

trục tọa độ vuông góc và tổng mô men các lực đối với một điểm bất kỳ đồng thời triệt tiêu. 

0
1




N

k

kxF ; 0
1




N

k

kyF ;   0
1




k

N

k

O Fm


   (1-20) 

Hai phương trình đầu tương đương với 0R


. 

Phương trình cuối tương đương với 0Om . 

Dạng 2:  Điều kiện cần và đủ để hệ lực phẳng cân bằng là 

tổng hình chiếu các lực trên một trục và tổng mô men các lực đối 

với các tâm A và B tùy ý triệt tiêu, với điều kiện AB không 

vuông góc với trục chiếu (hình 1-26). A 

B 

2/ 

x 

Hình 1-26 
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0
1




N

k

kxF ;    0
1




k

N

k

A Fm


;     0
1




k

N

k

B Fm


 

Chứng minh:  

Điều kiện cần được chứng minh dựa vào dạng chuẩn: Nếu một trong ba điều kiện 

trên không được thỏa mãn thì hệ đã cho tương đương với một lực hoặc một ngẫu lực, tức 

không thể cân bằng theo định luật 1. 

Để chứng minh điều kiện đủ ta nhận xét rằng nếu ba điều kiện trên thỏa mãn thì hệ 

lực không có hợp lực, cũng không thể tương đương ngẫu lực. Thực vậy hệ lực không thể 

có hợp lực vì nếu hệ lực có hợp lực ( )0R


thì dựa vào hai điều kiện cuối và dựa vào định 

lí Varinhong (định lí 1-8): 

    0
1




RmFm Ak

N

k

A


;     0

1




RmFm Bk

N

k

B


 

Tức hợp lực R


 phải đi qua hai điểm A, B. Điều này mâu thuẫn với điều kiện đầu: 

  0cosRRF xkx  

Vì R0, cos0 (do AB không vuông góc với trục x) nên Rcos không thể triệt tiêu. 

Hệ lực cũng không thể tương đương với một ngẫu lực Om  nào khác không vì trong 

trường hợp này (do véc-tơ chính R


 triệt tiêu): 

  0  kA

AO Fmmm


 

Dạng 3:  Điều kiện cần và đủ để hệ lực phẳng cân bằng là 

tổng mô men của các lực đối với ba điểm A, B, C không thẳng 

hàng triệt tiêu (hình 1-27): 

  0 kA Fm


;   0 kB Fm


;   0 kC Fm


  (1-21) 

Chứng minh: 

Điều kiện cần là hiển nhiên vì nếu một trong ba điều kiện 

trên không thỏa mãn thì hệ lực tương đương với ngẫu lực khác 

không, sẽ không thõa mãn định luật 1. 

Để chứng minh điều kiện đủ, tương tự cách chứng minh cho dạng 2, nếu ba điều kiện 

được thỏa mãn thì hệ lực không có hợp lực cũng không thê tương đương với một ngẫu lực 

khác không. 

Hệ lực không thể có hợp lực vì dựa vào định lí Varinhông (định lí 1-8) nếu ba điều 

kiện trên thỏa mãn thì hợp lực phải đi qua ba điểm A, B, C không thẳng hàng. Điều này vô 

lí, vậy 0R


 tức 0R


. Hệ lực cũng không thể tương đương với một ngẫu lực Om  nào 

khác không vì khi 0R


 ta có: 

  0  kA

AO Fmmm


 

1.2.3.3.    Phương pháp giải toán tĩnh học. 

Bước 1: 

-    Chọn hệ vật khảo sát. 

-    Phân tích tất cả các lực tác dụng lên vật (hệ vật) dựa vào các lien kết đã học, nêu 

rõ các nội lực, ngoại lực, nếu chưa biết chiều thì giả thuyết một chiều nào đó. 

A 

C 

B 

Hình 1-27 
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-    Lập điều kiện cân bằng của hệ vật. 

Bước 2: Lập các phương trình cân bằng cho toàn hệ (phương pháp hóa rắn) hoặc ta 

có thể lập phương trình cân bằng cho từng vật (phương pháp tách vật). 

Bước 3: Giải các phương trình. 

Bước 4: Kết luận. 

Ví dụ 1-1: Một dầm AB có kích thước và chịu lực như hình 1-28. Cho biết: 

M=4kNm, P=6kN, q=1,5kN/m. Tìm phản lực tại A. 

Giải 

Ta khảo sát dầm AB cân bằng. 

Hệ lực tác dụng lên dầm gồm có: 

ngẫu lực M, lực P


, còn phân bố đều q tat 

hay bằng lực tập trung Q


 đặt ở trọng tâm 

hình phân bố. Có trị số 

 Q=q.CD=1,52=3kN. 

Ở A liên kết ngàm, nên có phản lực 

gồm lực 
AR


 (chia thành hai thành phần 

AX


, 
AY


) và ngẫu lực 
AM


. Vì dầm cân bằng nên hệ lực tác dụng lên dầm: 

0),,,,,( MMYXQP AAA


 

Các phương trình cân bằng bằng cho hệ lực: 

060cos 0  PXF Ax  

060sin 0  PQYF Ay  

060sin2)( 0  PABQMFaFmA


 

Giải ba phương trình trên với các số liệu đã cho, ta có các kết quả sau: 

XA=3kN, YA=8,2kN, MA=30,78kN 

Các kết quả đều dương, nên chiều phản lực đứng như hình vẽ. 

Ví dụ 1-2: Thanh đồng chất OA=6a, trọng lượng P1 được gắn vào tường nhờ bả lề O 

và được đỡ nằm ngang nhờ thanh đồng chất BC=4a, có trọng lượng P2, bị ngàm ở C và 

nghiêng 300 với tường. Điểm A chịu lực Q


 thẳng đứng 

hướng xuống. Tìm các phản lực tại O, B và C (hình 1-29). 

Giải 

Xét hệ hai thanh chịu lực như hình 1-29: 

Thanh OA chịu các lực 1P


, Q


, OX


, OY


, N


 

Thanh CB chịu các lực 2P


, CX


, CY


, m


, N 


  

Chú ý:  Các lực N


 và N 


 có mô đun bằng nhau. 

Hệ gồm hai thanh OA và BC. Ta xét trạng thái cân 

bằng của từng thanh và thiết lập phương trình cân bằng của 

YO

XO

N Q

A

P1
N'

P2

XCC

m

30°

YC

B
O

Hình 1-29 

Hình 1-28 

q 
AY


 

AX

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hệ lực tác dụng lên mỗi thanh. Phương pháp này gọi là phương pháp tách vật. 

Thanh OA cân bằng dưới tác dụng vủa hệ lực: 

(
1P


, Q


, OX


, OY


, N


)0 

Các phương trình cân bằng bằng cho hệ lực: 

0 Ox XF  

01  QPNYF Oy  

0632)( 1  aQaPaNFmO


 

Giải 3 phương trình, ta có kết quả: 

XO=0; QPN 3
2

3
1  ; QPYO 2

2

1
1   

Thanh BC cân bằng dưới tác dụng vủa hệ lực: 

(
2P


, CX


, CY


, m


, N 


)0 

Các phương trình cân bằng bằng cho hệ lực: 

0 Cx XF  

02  PNYF Cy  

02)( 2  aNaPmFmC


 

Giải 3 phương trình, ta có kết quả: 

XC=0;  QPPNPYC 3
2

3
122  ; m=P2a+3aP1+6aQ. 

Chiều của thành phần thẳng đứng của phản lực tại O ngược lại với chiều trên hình (vì 

trị số YO mang dấu âm). 

1.2.4.    Bài toán hệ lực phẳng với liên kết ma sát. 

Trước đây các liên kết được giả thuyết là nhẵn, tức những liên kết không ma sát, ví 

dụ, đối với liên kết tựa ta giả thuyết rằng phản lực liên kết có phương là pháp tuyến của 

mặt tựa hoặc đường tựa. Tuy nhiên, có nhiều trường hợp giả 

thuyết như vậy là không cho phép (tức kết quả khảo sát theo 

giả thuyết này sai lệch khá xa với thực tế). Để làm rõ vấn đề 

này ta xét mô hình 1-30. Trong thực tế vật tiếp xúc với vật 

gây liên kết không phải tại một điểm mà theo một đường, 

do đó ta có một hệ các phản lực liên kết. Đây là một hệ lực 

phẳng. Sử dụng kết quả thu gọn hệ lực phẳng (định lí 1-8), 

hệ phản lực liên kết này có thể được thay (tương đương) 

bằng một lực và ngẫu lực nằm trong cùng mặt phẳng hệ lực. 

Lực thu gọn của các phản lực liên kết, gọi tắt là phản lực, có 

thể được phân ra hai thành phần vuông góc với nhau: 

-   Thành phần pháp tuyến mặt tựa có tác dụng chống lún, kí hiệu N


 được gọi là 

phản lực pháp tuyến. 

Q P

C
N

Fms
m l

Hình 1-30 
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-    Thành phần tiếp tuyến với mặt tựa có tính chất cản trượt hoặc có xu hướng trượt 

được gọi là lực ma sát trượt, kí hiệu msF


. Ngẫu lực thu gọn của hệ phản lực liên kết có tính 

chất cản chuyển động lăn, được gọi là ngẫu lực ma sát lăn ml (hình 1-30). 

Hiển nhiên lực ma sát trượt có chiều ngược với chiều trượt hoặc có xu hướng trượt 

của vật, còn ngẫu lực ma sát lăn có chiều ngược với chiều lăn hoặc xu hướng lăn của vật. 

Lực ma sát trượt (ngẫu lực ma sát lăn) chỉ xuất hiện khi vật trượt (lăn) hoặc có 

khuynh hướng trượt (khuynh hướng lăn) đối với vật khác. Ma sát xuất hiện khi vật chuyển 

động được gọi là ma sát động, còn ma sát khi vật chỉ có khuynh hướng chuyển động nhưng 

vẫn chưa chuyển động được gọi là ma sát tĩnh. 

Thực nghiệm đã chỉ ra rằng trong trường hơp ma sát tĩnh các lực ma sát trượt và 

ngẫu lực ma sát lăn có thể lấy giá trị bất kì trong miền giá trị của chúng. Nói khác đi, trong 

bài toán cân bằng có ma sát vật không phải cân bằng tại một vị trí mà có cả một miền cân 

bằng: 

Max

msms FF 0 ; Max

ll mm 0  

Max

msF , Max

lm  là các giá trị lớn nhất của các lực ma sát trượt và ngẫu lực ma sát lăn. 

Thực nghiệm xác minh rằng chúng tỉ lệ với phản lực pháp tuyến: 

fNF Max

ms  ; kNmMax

l  ; k<<f 

f, k được gọi là hệ số ma sát trượt và hệ số ma sát lăn tương ứng. Cần chú ý rằng hệ 

số ma sát trượt là hư số, còn hệ số ma sát lăn có thứ nguyên chiều dài, chúng phụ thuộc 

vào nhiều yếu tố như vật liệu, trạng thái bề mặt tiếp xúc như độ nhẵn, trạng thái nhiệt, … 

Như vậy, trong trường hơp không bỏ qua ma sát được (ví dụ độ gồ ghề lớn, miền tiếp 

xúc rộng) thì hệ phản lực liên kết tại chỗ tiếp xúc ngoài phản lực pháp tuyến cần thêm lực 

ma sát trượt và ngẫu lực ma sát lăn. 

fNFms  kNml     (1-22) 

Bất đẳng thức đầu mang tên là định luật Culong. 

Ví dụ 1-4: Một vật rắn nằm trên mặt phẳng không nhẵn, có hệ số ma sát trượt f, 

nghiêng với một góc ngang một góc . Xác định góc  để vật rắn cân bằng dưới tác dụng 

của trọng lực (hình 1-31). 

Giải 

Khảo sát vật rắn cân bằng dưới tác dụng của trọng lực (lực hoạt động). Vật rắn có xu 

hướng trượt xuống nên ngoài lực pháp tuyến N


, còn lực ma sát msF


 hướng dọc mặt phẳng 

nghiêng. Như vậy vật rắn cân bằng dưới tác tác dụng của ba lực động quy: ( P


, N


, msF


)0 

Các phương trình cân bằng có dạng:  

0sin  PFF msx  

0cos  PNFy  

Theo định luật Culong ta có: Fms≤fN 

Từ các phương trình cân bằng ta tìm được: 

Fms=Psin; N=Pcos 

Thay các giá trị vào bất đẳng thức ma sát trượt 

(định luật Culong) ta có: 

N

P

Fms



Hình 1-31 
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sin≤fcos hay tg≤f 

Ta nhận được dấu đẳng thức khi sắp sửa trượt. 

Giả sử ứng với trường hợp này góc  lấy giá trị *: tg*=f. 

Bằng cách như vậy ta có một phương pháp đơn giản để đo hệ số ma sát trượt. 

Ví dụ 1-5:  Vật hình trụ có trọng lượng 

P bán kính R nằm trên mặt phẳng nghiêng 

một góc . Khối trụ chịu tác dụng lực đẩy Q 

song song với mặt phẳng nghiêng. Tìm điều 

kiện khối trụ đứng yên trên mặt phẳng 

nghiêng và điều kiện để nó lăn không trượt 

lên phía trên. Hệ số ma sát lăn là k và hệ số 

ma sát trượt là f. 

Giải 

Điều kiện để khối trụ cân bằng trên 

mặt phẳng nghiêng là: 

( P


, Q


, N


, msF


, msM


)0  

Các phương trình cân bằng có dạng: 

0sin  msx FPQF   

0cos  NPFy   

0.sin.  msA MRQRPm   

Giải ba phương trình trên ta được: 

N=Pcos;  Fms=Psin-Q;  Mms=R(Psin-Q) 

Mặt khác để khối trụ không lăn (hình 1-32a) không trượt xuống phải có thêm điều 

kiện:    Mms≤k.N; Fms≤f.N 

Thay các kết quả tìm được vào bất phương trình ta được: 

Psin-Q≤fPcos; R(Psin-Q)≤kPcos 

Hay:   QP(sin-fcos) 

  QP(sin-
R

k
cos) 

Thường thì 
R

k
<f  do đó điều kiện tổng quát là: 

 cossincossin f
R

k

P

Q
  

Để vật lăn không trượt lên (hình 1-32a) phải có điều kiện: 

0sin  msx FPQF   

0cos  NPFy   

0.sin.  msA MRQRPm   

Giải ba phương trình trên ta được: 

Hình 1-32 
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N=Pcos;  Fms= Q -Psin;  Mms=R(Q -Psin) 

Mặt khác để khối trụ lăn (hình 1-32b) không trượt xuống phải có thêm điều 

kiện:  Mmsk.N; Fms≤f.N 

Thay các kết quả tìm được vào bất phương trình ta được: 

Q -Psin ≤fPcos; R(Q -Psin)kPcos 

Vậy điều kiện để khối trụ lăn không trượt trên là: 

 cossincossin f
R

k
  

Vì 
R

k
 thường nhỏ hơn f.s. 

1.3.     HỆ LỰC KHÔNG GIAN. 

Hệ lực không gian là một tập hợp nhiều lực tác dụng lên cùng một vật rắn và có 

đường tác dụng nằm bất kỳ trong không gian. 

1.3.1.     Véc-tơ chính và véc-tơ mô men chính của hệ lực không gian. 

1.3.1. 1.    Véc-tơ chính của hệ lực không gian. 

Cho hệ lực không gian  NFFF


,...,, 21 . 

a.    Định nghĩa: Véc-tơ chính của hệ lực, kí hiệu R


, là véc-tơ tổng của các véc-tơ 

lực của hệ lực: 





N

k

kN FFFFR
1

21 ...


   (1-23) 

b.    Xác định véc-tơ chính: Có thể sử dụng phương pháp vẽ đa giác lực. Trong 

trường hợp này, đa giác lực là đa giác ghềnh. 

Cũng có thể xác định véc-tơ chính qua các hình chiếu của nó trên ba trục tọa độ 

vuông góc theo các công thức sau: 

































N

k

kzNzzzz

N

k

kyNyyyy

N

k

kxNxxxx

FFFFR

FFFFR

FFFFR

1

21

1

21

1

21

....

....

....

    (1-24) 

222

zyx RRRR  ;   
R

R
ROx x







,cos ; 

 
R

R
ROy

y







,cos ;   

R

R
ROz z







,cos  

1.3.1. 2.    Mô men chính của hệ lực không gian đối với một điểm. 

a.    Mô men của một lực đối với một điểm. 

Mô men của lực F


 đối với điểm O, kí hiệu  FmO


 là véc-tơ có: 

-   Phương vuông góc với mặt phẳng qua O và chứa F


. 
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-   Chiều: nhìn từ đầu mút xuống thấy F


 quay 

ngược chiều kim đồng hồ quanh O. 

-   Trị số bằng tích số của giá trị lực với tay đòn của 

lực đối với diểm O, tức bằng F.d (hình 1-33). Đơn vị của 

mô men là Newton mét, kí hiệu Nm. 

Dễ dàng thấy rằng véc-tơ mô men của lực đối với 

một điểm không thay đổi khi lực trượt trên đường tác 

dụng cua nó và triệt tiêu khi lực F


 đi qua điểm lấy mô 

men (d=0). Trị số của mô men bằng hai lần diện tích tam 

giác ∆OAB (A là điểm đặt của lực, B là điểm mút của 

véc-tơ lực). 

Từ định nghĩa đã nêu trực tiếp suy ra: 

Véc-tơ mô men của lực F


 đối với điểm O bằng tích có hướng (ngoại tích) của véc-

tơ định vị điểm đặt lực AOr


  với véc-tơ lực F


: 

  FrFmO


     (1-25) 

b.    Mô men của một lực đối với một trục. 

Mô men của lực F


 đối với trục ∆, kí hiệu 

 Fm


  là mô men đại số của lực F 


 đối với điểm O, ở 

đó F 


 là hình chiếu của lực F


 trên mặt phẳng  

vuông góc với trục ∆, còn O là giao điểm của trục ∆ 

với mặt phẳng  (hình 1-34) 

    dFFmFm O



   (1-26) 

Rõ ràng khi 0F


 hoặc khi F


 song song hay 

cắt trục ∆ (lực và trục đồng phẳng) thì   0 Fm


. 

c.    Định lí liên hệ giữa mô men của lực đối với 

một điểm và mô men của lực đối với một trục (định lí 

1-11). 

Định lí 1-11: Mô men của lực F


 đối với trục ∆ bằng hình chiếu trên trục ấy của 

véc-tơ mô men của lực F


 đối với điểm O nằm trên trục. 

    FmhchFm O


       (1-27) 

Áp dụng cho công thức (1-27) cho trường hợp trục ∆ lần lượt là Ox, Oy, Oz mô men 

của lực F


 đối với ba trục  Fmx


,  Fmy


,  Fmz


, còn hình chiếu của mô men của lực F


 

đối với điểm O trên ba trục là  FmOx


,  FmOy


,  FmOz


, ta có: 

 
   
   
   















FmFm

FmFm

FmFm

Fm

zOz

yOy

xOx

O








    (1-28) 

Vậy có thể thay thế việc tính hình chiếu trên một trục của véc-tơ mô men của lực F


 

đối với một điểm O bằng tính mô men của lực F


 đối với trục đó. 

m0(F)

N

F

A

r

O
d

    Hình 1-33 

 



B'

F'
A'

O



m0(F)

B

A

Hình 1-34 
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d.    Véc-tơ mô men chính của hệ lực không gian đối với điểm O, kí hiệu Om


, là một 

véc-tơ bằng tổng hình học các véc-tơ mô men của các lực đối với O. 

       



N

k

NONOOO

O FmFmFmFmm
1

21 ...


    (1-29) 

Véc-tơ mô men chính có thể được xác định bằng phương pháp đa giác véc-tơ (tương 

tự đa giác lực, ở đó các véc-tơ lực được thay thế bằng các véc-tơ mô men của lực), nhưng 

thuận tiện hơn, ta xác định các hình chiếu của nó trên các trục tọa độ theo (1-28). 

   

   

   





















 

 

 

 

 

 

N

k

N

k

kzkOz

Oz

N

k

N

k

kykOy

Oy

N

k

N

k

kxkOx

Ox

O

FmFmm

FmFmm

FmFmm

m

1 1

1 1

1 1







     (1-30) 

Từ đó dễ dàng xác định giá trị và phương chiều của véc-tơ mô men chính. 

d.    Nhận xét. 

-   Mô men chính của hệ lực đồng quy đối với điểm đồng quy bằng không. 

-   Mô men chính của hệ ngẫu lực đối với bất kỳ điểm nào cũng bằng véc-tơ ngẫu lực 

tổng: 





N

k

k

O mm
1


     (1-31) 

-   Véc-tơ chính là véc-tơ tự do, còn véc-tơ mô men chính thay đổi theo điểm lấy mô 

men: 

 OO

OO
Rmmm 


1

1      (1-32) 

1.3.2.    Thu gọn hệ lực không gian. 

1.3.2.1.    Định lí dời lực song song. 

Lực F


 đặt tại A tương đương với tác dụng 

của nó tại O (lực F 


) và một ngẫu lực có véc-tơ mô 

men bằng véc-tơ mô men của lực F


 đối với điểm O 

(hình 1-35). 

FF 


 và  Fmm O


     (1-33) 

Chứng minh định lí này giống như chứng 

minh cho trường hợp hệ lực phẳng, khi thay thế mô 

men đại số bằng véc-tơ mô men. 

1.3.2.2.    Thu gọn hệ lực không gian về tâm O. 

Lấy một điểm O tùy ý, gọi là tâm thu gọn. Sử dụng định lí dời lực song song để dời 

các lực về tâm O (hình 1-36). 

11 FF 


 và  11 Fmm O


  

22 FF 


 và  22 Fmm O


  

A

O
F

A

O

F'

m0(F)

Hình 1-35 
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… 

NN FF 


 và  NON Fmm


  

Như vậy thu gọn hệ lực  NFFF


,...,, 21 , về tâm O ta được một hệ lực đồng quy 

(không gian) tại O:  NFFF 


,...,, 21  và một hệ ngẫu lực (không gian):  Nmmm


,...,, 21 . 

O F3 O

F'
m3

F2

F1

F'3

F'2
F'1m2

m1

O

m
R'

 

Hình 1-36 

Hệ lực đồng quy có hợp lực qua O, kí hiệu OR


, được biểu diễn bằng véc-tơ chính 

của hệ lực đã cho đặt tại O (véc-tơ chính của hệ lực đồng quy tại O và véc-tơ chính của hệ 

lực đã cho bằng nhau): 

RFFR
N

k

k

N

k

kO
 





11

   (1-34) 

Trong đó R


 là véc-tơ chính của hệ lực đã cho. 

Hệ ngẫu lực không gian  Nmmm


,...,, 21 , như đã biết định lí 1-5 tương đương với một 

ngẫu lực m


: 

     NOOON FmFmFmmmmm


 ....... 2121  

  O
N

k

kO mFmm



1

     (1-35) 

 Dựa vào (1-29) 

Định lí 1-12:  Hệ lực không gian tương đương với một lực và một ngẫu lực đặt tại 

một điểm tùy ý, chúng được gọi là lực thu gọn và ngẫu lực thu gọn. Lực thu gọn đặt tại tâm 

thu gọn có véc-tơ lực bằng véc-tơ chính của hệ lực, còn ngẫu lực thu gọn có véc-tơ mô men 

bằng véc-tơ mô men chính của hệ lực đối với tâm thu gọn. 

Nhận xét: 

-    Phương chiều và giá trị của lực thu gọn không phụ thuộc vào tâm thu gọn. Sự 

biến đổi của ngẫu lực thu gọn theo tâm thu gọn phù hợp với công thức (1-32). 

-    Đối với hệ lực không gian, lực thu gọn không nằm trong mặt phẳng của ngẫu lực 

thu gọn như trường hợp hệ lực phẳng (tức véc-tơ chính và véc-tơ mô men chính không 

vuông góc với nhau như trường hợp hệ lực phẳng). Đây là sự khác biệt cơ bản giữa hệ lực 

không gian và hệ lực phẳng. 

1.3.3.    Điều kiện cân bằng và các phương trình cân bằng của hệ lực không 

gian. 

1.3.3.1.     Điều kiện cân bằng. 
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Định lí 1-13:  Điều kiện cần và đủ để hệ lực không gian cân bằng là véc-tơ chính và 

véc-tơ mô men chính của hệ lực đối với một điểm bất kì triệt tiêu. 

 
 



























N

k

kO

O

N

k

k

N

Fmm

FR

FFF

1

1

21

0

0

0,...,,





   (1-36) 

Chứng minh: 

Điều kiện cần được chứng minh dựa vào dạng thu gọn của hệ lực không gian. Thực 

vậy nếu điều kiện (1-36) không được thỏa mãn thì hệ lực đã cho thu về một trong các 

dạng: ngẫu lực, hợp lực hoặc một lực và một ngẫu lực. Dễ dàng chỉ ra rằng không có một 

dạng nào trong đó thỏa mãn định luật 1 về cân bằng. 

Điều kiện đủ là hiển nhiên vì từ véc-tơ chính bằng không, hệ lực thu về một ngẫu lực 

có mô men bằng mô men chính của hệ lực đối với tâm thu gọn, nó bằng không thì chứng tỏ 

ngẫu lực thu gọn là hai lực cân bằng. 

1.3.3.2.     Các phương trình cân bằng của hệ lực không gian. 

Để véc-tơ chính và véc-tơ mô men chính triệt tiêu thì các hình chiếu của chúng trên 

ba trục tọa độ vuông góc phải triệt tiêu: 

0
1




N

k

kxF ; 0
1




N

k

kyF ; 0
1




N

k

kzF  

  0
1




N

k

kx Fm


;   0
1




N

k

ky Fm


;   0
1




N

k

kz Fm


    (1-37) 

Định lí 1-14:  Điều kiện cần và đủ để hệ lực không gian cân bằng là tổng hình chiếu 

của các lực trên ba trục vuông góc và tổng mô men của các lực đối ba trục ấy đều triệt tiêu. 

Các phương trình (1-37) được gọi là các phương trình cân bằng của hệ lực không 

gian. 

Từ (1-37) có thể suy ra các phương trình cân bằng của các hệ lực đặc biệt: hệ lực 

đồng quy không gian; hệ ngẫu lực không gian; hệ lực song song không gian. Đối với các 

hệ lực này số phương trình giảm xuống còn ba phương trình. 

Ví dụ 1-6:  Trục nằm ngang mang hai đĩa tròn. 

Đĩa 1 có bán kính R, chịu tác dụng ngẫu lực M, đĩa 2 có bán kính r, chịu tác dụng lực 

P


 đặt ở vành và tạo với phương ngang x một góc . Khoảng cách a được cho trên hình vẽ. 

Bỏ qua trọng lượng trục và các đĩa. Xác định ngẫu lực M để có cân bằng và tìm các phản 

lực liên kết tại A và B (hình 1-37).  

Giải 

Chọn vật khảo sát, đặt các lực hoạt động và lực liên kết: 

Xét cả hệ (trục và hai đĩa): tại A và B là liên kết bản lề (ổ trục) 

Hệ lực cân bằng:  ( P


, M


, AX


, AZ


, BX


, BZ


)0 

Phương trình cân bằng: 
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0cos  PXXF BAx  

0 yF  

0sin  PZZF BAz  

0sin32  aPaZm Bx  

0 RPMmy  

0cos32  aPaXm Bz  

Giải hệ phương trình: 

M=RP; cos
2

P
X A  ; sin

2

P
Z A  ; cos

2

3
PX B  ; sin

2

3
PZ B   

 

CÂU HỎI ÔN TẬP 

1.  Lực là gì? Cách biểu diễn lực. 

2.  Thế nào là hệ lực, hệ lực cân bằng, hệ lực tương đương. 

3.  Thế nào là liên kết, phản lực liên kết. Cách xác định phản lực liên kết. 

4.  Tiên đề giải phóng liên kết? 

5.  Định nghĩa véctơ chính của hệ lực phẳng, hệ lực không gian? Phương 

pháp xác định véc tơ chính của hệ lực phẳng, hệ lực không gian? 

6.   Định nghĩa mômen chính của hệ lực phẳng? Các xác định mômen đối với 

một điểm? 

7.   Phương pháp xác định lực thu gọn và ngẫu lực thu gọn về một tâm? 

8.   Phương pháp giải bài toán cân bằng của một vật, của hệ vật? 

9.   Phương pháp giải bài toán cân bằng của vật rắn khi có ma sát? 

10.   Công thức xác định ba hình chiếu của véc tơ mômen chính đối với một 

điểm của hệ lên trên ba trục tọa độ vuông góc? 

11.   Các phương trình cân bằng của hệ lực không gian? 

12.  Trình bày qui tắc đa giác lực và điều kiện cân bằng qui tắc đa giác lực. 

13.  Ngẫu lực là gì? 

14.   Phát biểu và viết biểu thức toán học của định lý Varinhong. 

Hình 1-37 
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Chương 2 

ĐỘNG HỌC 

 

Động học là phần cơ học nghiên cứu các tính chất hình học của chuyển động các vật, 

không kể đến quán tính và các lực tác dụng lên chúng để vật chuyển động. Động học cung 

cấp các phương pháp khảo sát chuyển động của chất điểm thường được sử dụng: phương 

pháp véc tơ, phương pháp tọa độ Đêcac, phương pháp tọa độ tự nhiên trong hệ quy chiếu 

đã xác định. Đồng thời cung cấp những kiến thức về chuyển động cơ bản của vật rắn, của 

điểm thuộc vật. Từ đó, ứng dụng vào một số chuyển động đơn giản thường gạp trong kỹ 

thuật, một số cơ cấu của máy. 

2.1. CHUYỂN ĐỘNG CỦA CHẤT ĐIỂM. 

-   Thiết lập phương trình chuyển động của chất điểm tại từng thời điểm đó là tập hợp 

các hệ thức xác lập mối quan hệ giữa các thông số  vị trí của chất điểm (các thông số định 

vị) và thời gian, nhờ chúng có thể xác định vị trí của chất điểm tại tùng thời điểm. 

-   Tìm các đặc trưng động học của chất điểm: vận tốc và gia tốc. Vận tốc là đại 

lượng cho biết phương, chiều và tốc độ của chất điểm, còn gia tốc cho biết sự thay đổi về 

phương, chiều và tốc độ của chất điểm. 

Chuyển động của chất điểm là sự thay đổi vị trí của nó so với một vật chuẩn được 

chọn trước gọi là hệ qui chiếu. Tập hợp các vị trí của điểm trong không gian quy chiếu đã 

chọn được gọi là quỹ đạo của chất điểm trong hệ quy chiếu đó. Tùy thuộc quỹ đạo của chất 

điểm là đường thẳng hay đường cong mà chuyển động của nó được gọi là chuyển động 

thẳng hoặc chuyển động cong. 

Để khảo sát động học của chất điểm có thể sử dụng nhiều phương pháp khác nhau. 

Sau đây sẽ trình bày một số phương pháp thường hay hay được dùng. 

2.1.1.   Phương pháp véc tơ. 

2.1.1.1.   Thông số định vị và phương trình chuyển động. 

Xét chất điểm M chuyển động đối với hệ quy chiếu (A) 

theo quỹ đạo C (hình 2-1) 

Thông số định vị (hình 2-1): Lấy điểm O gắn liền với hệ 

quy chiếu (A). Khi đó MOr


 , xác định vị trí của chất điểm M 

đối với hệ quy chiếu (A), được gọi là véc-tơ định vị của chất 

điểm M. 

Phương trình chuyển động: Chất điểm M chuyển động nên 

r


 thay đổi theo thời gian: 

)(trr


  (2-1)  – được gọi là phương trình chuyển động của 

chất điểm M dạng véc tơ. 

2.1.1.2.    Vận tốc chuyển động của điểm. 

Giả sử tại thời điểm t và thời điểm lân cận t’= t+ ∆t, vị trí của chất điểm M được xác 

định bằng các véc-tơ định vị r


 và r

  tương đương. Qua khoảng ∆t véc-tơ định vị của chất 

điểm biến đổi một lượng r-rrMM


  (hình 2-1). 

Đại lượng 
t

r
vtb







 được gọi là vận tốc trung bình của chất điểm trong khoảng thời 

gian ∆t=t’- t. 

(A)

(C)

O

r

r'

M'vtb

M
v

Hình 2-1 
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Vận tốc của chất điểm tại thời điểm t được xác định như sau: 

r
dt

rd

t

r
vv

t
tb

MM












 0
limlim

'
    (2-2) 

Như vậy vận tốc của chất điểm bằng đạo hàm bậc nhất theo thời gian của véc-tơ định 

vị của chất điểm. Véc-tơ vận tốc của chất điểm hướng theo tiếp tuyến của quỹ đạo tại điểm 

M về phía chuyển động. Đơn vị của vận tốc là m/giây, kí hiệu m/s. 

2.1.1.3.    Gia tốc chuyển động của điểm. 

Giả sử tại thời điểm t và thời điểm lân cận t’=t+∆t, chất điểm M có vận tốc tương ứng 

v


 và v


 (hình 2-2). 

Đại lượng 
t

v

t

vv
atb














 được gọi là gia tốc 

trung bình của chất điểm của chất điểm trong khoảng thời 

gian ∆t=t’-t. 

Gia tốc của chất điểm tại thời điểm t được xác định 

như sau: 

r
dt

rd

dt

vd

t

v
aa

t
tb

MM












 2

2

0
limlim   

  (2-3) 

Như vậy gia tốc của chất điểm M bằng đạo hàm bậc nhất theo thời gian của vận tốc 

và bằng đạo hàm bậc hai theo thời gian của véc-tơ định vị. Véc-tơ gia tốc hướng về bề lõm 

của quỹ đạo. Đơn vị của gia tốc là mét/giây2, kí hiệu là m/s2. 

2.1.1.4.    Dấu hiệu về nhanh dần và chậm dần của chuyển động. 

 

Chuyển động của chất điểm được gọi là nhanh dần (chậm dần) nếu v


, hoặc tương 

đương với nó, 2

2

1
v  hay  2

2

1
v


 tăng (giảm) theo thời gian. 

- Chất điểm chuyển động nhanh dần nếu (hình 2-3): 

  0
2

1 2 







avv

dt

d 
    (2-4a) 

- Chất điểm chuyển động chậm dần nếu (hình 2-3): 

0
2

1 2 







avv

dt

d 
    (2-4b) 

2.1.2.   Phương pháp tọa độ Đề các. 

2.1.2.1.   Thông số định vị và phương trình chuyển động. 

M

a

v

M

a

v

a) Nhanh dần b) Chậm dần 

Hình 2-3 

M

a

v

v'

v'

M' v'

Hình 2-2 

 

Hình 2-4 
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Thông số định vị: Xét động điểm M chuyển động theo đường cong trong hệ trục tọa 

độ đề các Oxyz (hình 2-4). 

Các thông số định vị của chất điểm là 3 tọa độ x, y, z của chất điểm. 

Phương trình chuyển động: Khi chất điểm M chuyển động, các tọa độ x, y, z của nó 

biến đổi lien tục theo thời gian: 

z(t)z

y(t)y

x(t)x







     (2-5) 

Các phương trình (2-5) được gọi là phương trình chuyển động của chất điểm M và 

cũng là phương trình quỹ đạo của chất điểm M viết dưới dạng tọa độ Đề các. 

2.1.2.2.   Vận tốc chuyển động của điểm. 

Nếu gọi các véc-tơ đơn vị trên ba trục tọa độ là i


, j


, k


 thì véc-tơ định vị và véc-tơ 

vận tốc có thể viết: 

kzjyixr


  

Suy ra: 

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
kzjyix

dt

d

dt

rd
v




 )(     (2-6) 

Ta lại có: 

x
dt

dx
vx

  

y
dt

dy
v y

      (2-7) 

z
dt

dz
v z

  

Hình chiếu véc-tơ vận tốc lên các trục toạ độ bằng đạo hàm bậc nhất theo thời gian 

các toạ độ tương ứng.  

Dựa vào các biểu thức (2-7) dễ dàng xác định được véc-tơ vận tốc cả về độ lớn và 

phương chiều. 

222

222




























dt

dz

dt

dy

dt

dx
vvvv zyx  

v

v
vOx x),cos(


; 
v

v
vOy

y
),cos(


; 

v

v
vOz z),cos(


 

Ví dụ 2-1:   Cơ cấu tay quay con trượt OAB có OA=AB=l. Tay quay OA quay đều 

quanh O theo luật =0t, 0=const. Lập phương trình chuyển động của trung điểm I của 

thanh truyền AB (hình 2-5). 

Giải 

Chọn hệ trục tọa độ Đề các như trên hình 2-5. Trung điểm I của thanh truyền AB có 

tọa độ x=OI’, y=OI”. 

Từ hình vẽ ta tính được:  
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tltltlx 000 cos
2

3
cos

2

1
cos    

tly 0sin
2

1
  

Đó là phương trình chuyển động của trung 

điểm I của thanh truyền AB. 

Gọi vx, vy  lần lượt là hình chiếu của vận tốc 

điểm I lên các trục Ox và Oy. Theo công thức (2-7) 

ta tính được: 

tl
dt

dx
vx 00 sin

2

3
 ;  tl

dt

dy
v y 00 cos

2

1
  

Giá trị và phương chiều của vận tốc điểm I được xác định như sau: 

tt
l

yxv 0

2

0

2022 cossin9
2




   

 
tt

t

v

v
vOx x

0

2

0

2

0

cossin9

sin3
,cos









 

 
tt

t

v

v
vOy

y

0

2

0

2

0

cossin9

cos
,cos









 

2.1.2.3.   Gia tốc của điểm. 

Tương tự như đối với gia tốc, dựa vào biểu thức (2-3) ta nhận thấy: 

x
dt

xd
a x


2

2

 

y
dt

yd
a y


2

2

    (2-8) 

z
dt

zd
a z


2

2

 

Gia tốc chuyển động của điểm sẽ được xác định về độ lớn và phương chiều theo các 

biểu thức sau: 

222222 zyxaaaaa zyx



  

a

a
aOx x),cos(


; 
a

a
aOy

y
),cos(


; 

a

a
aOz z),cos(


 

2.1.2.4.   Dấu hiệu nhanh dần, chậm dần của chuyển động. 

Chất điểm chuyển động nhanh dần khi: 

0 zzyyxx   

Chất điểm chuyển động nhanh dần khi: 

0 zzyyxx   

2.1.3.   Phương pháp tọa độ tự nhiên. 

y

I"

O

A

I'

B
x

I

Hình 2-5 
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2.1.3.1.    Thông số định vị và phương trình chuyển động. 

Thông số định vị: Xét chuyển động của chất điểm M 

dọc theo quỹ đạo (C). Chọn điểm O cố định trên quỹ đạo làm 

gốc và một chiều dương cho trước trên quỹ đạo (hình 2-6). Vị 

trí của chất điểm trên quỹ đạo được xác định nhờ thông số 

MOs


 được gọi là thông số định vị của chất điểm. 

Phương trình chuyển động: Khi chất điểm M chuyển 

động dọc theo quỹ đạo (C) thì s  biến đổi liên tục theo thời 

gian. 

Vì vậy  )(tss    (2-9) 

Được gọi là phương trình chuyển động của chất điểm 

dọc theo quỹ đạo hoặc gọi là luật chuyển động của chất điểm 

trên quỹ đạo. 

2.1.3.2.    Vận tốc chuyển động của điểm. 

Giả sử tại thời điểm t và thời gian lân cận t’ chất điểm có vị trí tương ứng là M và M’. 

Xét chuyển động của chất điểm từ M đến M’ ( sdMM 


, rdMM


 ) 

Từ công thức (2-2) ta có: 

0t
dt

sd

dt

sd

sd

rd

dt

rd
v





    (2-10) 

Trong đó: 0t


- véc-tơ đơn vị trên phương tiếp tuyến có chiều thuận với chiều dương 

đã chọn trên quỹ đạo. 

Gọi tv  là hình chiếu của véc-tơ vận tốc trên phương tiếp tuyến của quỹ đạo. Ta có: 

dt

sd
vt      (2-11) 

2.1.3.3.    Gia tốc của điểm. 

Từ (2-3) và (2-10) ta nhận được 

0

2

02

2

n
v

t
dt

sd
a




     (2-12) 

Để sử dụng công thức trên, ta sử dụng công thức sau: 



00 n

sd

td


  

Trong đó: 0n


 - là véc-tơ đơn vị trên phương pháp tuyến hướng về bề lõm của đường 

cong quỹ đạo,  bán kính cong của quỹ đạo tại điểm M (khi quỹ đạo là đường tròn thì 

=R). 

Từ (2-12) ta nhận được các hình chiếu của gia tốc trên phương tiếp tuyến và pháp 

tuyến tương ứng là ta  và na . 

2

2

dt

sd
a t  ; 



2v
a n   

(C)

O

t

v
t0

MM'

d
at

n

b

b0

n0

an

Hình 2-6 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 29 

   
2

2
2

2

2
22






















v

dt

sd
aaa nt

;  
n

t

a

a
tg    (2-13) 

Nhận xét: Chọn véc-tơ đơn vị 0b


 vuông góc với mặt phẳng chứa các véc-tơ 0t


 và 

0n


 (mặt phẳng mặt tiếp), sao cho ( 0t


, 0n


, 0b


) tạo thành một tam diện thuận. Hệ trục tọa độ 

có gốc tại M và ba trục hướng theo ba véc-tơ 0t


, 0n


, 0b


 được gọi à hệ trục tọa độ tự nhiên. 

Trục Mt được gọi là trực tiếp, trục Mn – trục pháp tuyến chính, trục Mb -  trục trùng pháp 

tuyến (hình 2-6). 

-   Véc-tơ vận tốc hướng dọc theo trục tiếp Mt. 

-   Véc-tơ gia tốc nằm trong mặt phẳng mật tiếp (mặt phẳng chứa trục tiếp tuyến và 

trục pháp tuyến), luôn luôn hướng về bề lõm của đường cong quỹ đạo. Do đó hình chiếu 

của gia tốc pháp trên trục pháp tuyến chính luôn dương. Trong chuyển động thẳng gia tốc 

pháp tuyến bằng 0 vì =∞. 

2.1.3.   Một số chuyển động thường gặp. 

2.1.3.1.   Chuyển động đều là chuyển động mà vận tốc của chất điểm có giá trị 

không đổi. 

v= const;  0
dt

dv
a t ;  0

2




v
a n ; naa


    (2-14) 

Trong chuyển động thẳng đều: at=0; an=0 nên a=0. 

Trong chuyển động cong đều: 0ta ; 


2v
a n  ; naa


  

2.1.3.2.   Chuyển động biến đổi đều. 

Là chuyển động mà gia tốc của chất điểm có giá trị không đổi. Nếu chọn chiều 

dương quỹ đạo thuận chiều chuyển động của chất điểm thì: 

0vatv  ; 00

2

2

1
stvats      (2-15) 

Lấy dấu “+” ứng với chuyển động nhanh dần đều và lấy dấu “-” ứng với chuyển 

động chậm dần đều. 

Trong các công thức trên v0
 và s0 lần lượt là vận tốc và tọa độ cong của chất điểm tại 

thời điểm đầu. 

Ví dụ 2-2:  Xác định đoạn đường rơi thẳng đứng  của một chất điểm có vận tốc ban 

đầu bằng không và khi chạm vào nền có vận tốc v=49,05m/s. Cho biết chất điểm rơi với 

gia tốc trọng trường a=9,81m/s2. 

Giải 

Sử dụng công thức (2-15) trong đó lấy v0=0. Chất điểm rơi nhanh dần nên: 

 v=at; 2

2

1
ats 

 

Sau khi khử t giữa hai biểu thức trên, ta có: 
a

v
s

2

2

  
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Gọi h là đoạn đường đường rơi của chất điểm từ thời điểm ban đầu đến khi nó chạm 

vào nền (lúc đó v=49,05m/s), ta có: 

 
mh 6,122

81,92

05,49
2




  

2.2. CÁC CHUYỂN ĐỘNG CƠ BẢN CỦA VẬT RẮN. 

2.2.1.   Chuyển động tịnh tiến. 

2.2.1.1.   Định nghĩa. 

Chuyển động của vật rắn được gọi là chuyển động tịnh tiến khi một đoạn thẳng bất 

kỳ thuộc vật giữ phương không đổi trong quá trình chuyển động. 

        

A B

      

A B

 

   Hình 2-7         Hình 2-8      Hình 2-9 

Ví dụ, chuyển động của thùng xe trên đoạn đường thẳng (hình 2-7), chuyển động của 

thanh truyền AB trong cơ cấu hình bình hành (hình 2-8), chuyển động của tay biên AB của 

tàu hỏa (hình 2-9). 

2.2.1.2.   Định lí. 

 Khi vật rắn chuyển động tịnh tiến, các điểm thuộc vật vẽ nên những quỹ đạo đồng 

nhất (tức có thể đặt trùng khít lên nhau), tại mỗi thời điểm các điểm thuộc vật có vận tốc và 

gia tốc bằng nhau. 

Chứng minh: Lấy hai điểm A và B thuộc vật. Các véc-tơ định vị của chúng liên hệ 

với nhau bằng hệ thức sau (hình 2-10). 

BArr AB


    (2-16) 

Trong đó BA


 có mô đun không đổi (do tính 

chất của vật rắn tuyệt đối) và có phương chiều 

không đổi (do vật chuyển động tịnh tiến). 

Vậy BA


 là véc-tơ hằng trong quá trình vật 

chuyển động. Do đó vị trí của điểm B có được bằng 

cách trượt điểm A trên giá chứa véc-tơ BA


 với véc-

tơ hằng BA


. Trong phép trượt trên quỹ đạo của 

điểm sẽ đến trùng với quỹ đạo điểm B, tức là quỹ 

đạo của điểm A có thể đặt trùng khít lên quỹ đạo 

của điểm B (hình 2-10). 

Do BA


là véc-tơ hằng nên khi đạo hàm theo thời gian hai vế của đẳng thức (2-16), ta 

có: 

dt

rd

dt

rd AB



  hay AB vv


  

2

2

2

2

dt

rd

dt

rd AB



  hay AB aa


  

Quỹ đạo điểm 

A 

Quỹ đạo điểm 

B 

Hệ quy chiếu 
M

A

B

rA

rB

Hình 2-10 
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Vậy việc khảo sát chuyển động vật tịnh tiến được đưa về khảo sát chuyển động của 

một điểm bất kỳ thuộc vật. 

2.2.2.   Chuyển động của vật rắn quay quanh một trục cố định. 

2.2.2.1.    Định nghĩa. 

Chuyển động của vật rắn có hai điểm luôn luôn cố định được gọi là chuyển động 

quay quanh một trục cố định. Đường thẳng đi qua hai điểm cố định được gọi là trục quay 

(hình 2-11). 

Khi một vật quay quanh một trục cố định, mỗi điểm thuộc vật sẽ chuyển động trên 

một đường tròn có tâm nằm trên trục quay, có bán kính bằng khoảng cách từ điểm đó đến 

trục quay được gọi là bán kính quay của điểm. 

2.2.2.2.    Khảo sát chuyển động của vật. 

a.   Phương trình chuyển động. 

Thông số định vị: Chọn trước một chiều quay dương 

(thường là ngược chiều quay kim đồng hồ). Qua trục quay dựng 

hai mặt phẳng: mặt phẳng  gắn liền với hệ quy chiếu, được gọi 

là mặt phẳng quy chiếu và mặt phẳng P gắn liền với vật quay. 

Vị trí của vật được xác định nhờ vị trí của mặt phẳng động P đối 

với mặt phẳng quy chiếu cố định . Thông số định vị của vật có 

thể chọn là góc nhị diện   giữa hai mặt phẳng (hình 2-11). 

Phương trình chuyển động: Khi vật chuyển động, góc  

thay đổi theo thời gian, vì vậy: 

)(t     (2-17) 

được gọi là phương trình chuyển động của vật quay. Góc   được tính bằng radian. 

Nếu tại thời điểm đầu mặt phẳng P trùng với mặt phẳng quy chiếu  thì   là góc quay của 

vật. Góc quay của vật cũng có thể tính bằng số vòng quay N, N=/2. 

b.   Vận tốc góc của vật, kí hiệu  . 




 
dt

d
   (2-18) 

Như vậy vận tốc góc bằng đạo hàm bậc nhất theo thời gian của góc định vị   của 

vật. 

Vận tốc góc là đại lượng đại số. Dấu của   cho biết chiều quay của vật: dấu dương 

ứng với chiều quay dương (ngược chiều quay của kim đồng hồ) và dấu âm khi vật quay 

theo chiều âm (thuận chiều quay của kim đồng hồ). Giá trị    cho biết độ nhanh của 

chuyển động quay. Giá tri của vận tốc góc càng lớn thì vật quay càng nhanh. Đơn vị của 

vận tốc góc là radian/giây, kí hiệu rad/s hoặc 1/s. 

Trong kĩ thuật người ta hay dùng đơn vị vòng/phút. Nếu gọi vận tốc góc là  (rad/s) 

và tương ứng với nó, n (vòng/ phút) thì n
n

1,0
60

2



 (rad/s). 

c.    Gia tốc góc, kí hệu  . 




 
2

2

dt

d

dt

d
    (2-19) 

M

A

P



B

O


I

Hình 2-11 

 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 32 

Như vậy gia tốc góc bằng đạo hàm bậc nhất theo thời gian của vận tóc góc và bằng 

đạo hàm bậc hai theo thời gian của góc định vị  . 

Đơn vị của gia tốc gốc là radian/(giây)2, kí hiệu rad/s2 hoặc 1/s2. 

Gia tốc góc đặc trưng cho sự biến thiên của vận tốc góc theo thời gian. Khi 0  thì 

const , tức là vật quay với vận tốc góc không đổi, được gọi là vật quay đều (góc quay 

trong một đơn vị thời gian tại bất kỳ thời điểm nào cũng bằng nhau và do đó vật sẽ quay 

được những góc bằng nhau trong những khoảng thời gian bằng nhau). 

d.   Dấu hiệu quay nhanh, chậm của vật. 

Khi    tăng (giảm) theo thời gian vật được gọi là quay nhanh (chậm) dần. Độ 

tăng giảm theo thời gian của đại lượng   được thay thế tương đương bằng sự tăng giảm 

theo thời gian của đại lượng 2

2

1
 hay 2

2

1
 . Từ đó ta có tiêu chuẩn sau: 

-   Vật quay nhanh dần khi 0    (2-20) 

-   Vật quay nhanh dần khi 0    (2-21) 

e.    Một số dạng chuyển động quay đặc biệt. 

-   Chuyển động quay đều. Khi vận tốc góc có giá trị không đổi 

=const; 00   t     (2-22) 

Lấy dấu “+” khi vật quay ngược chiều quay kim đồng hồ, lấy “-” khi vật quay cùng 

chiều quay kim đồng hồ, 0  là góc định vị ban đầu của vật. 

-   Chuyển động quay biến đổi đều: Khi gia tốc góc có giá trị không đổi 

const 0 , nếu chọn chiều dương của chuyển động quay thuận chiều quay của vật 

thì: 

00   t ; 00

2

0
2

1
  tt    (2-23) 

Lấy dấu “+” ứng với chuyển động quay nhanh dần đều, lấy dấu “-” ứng với chuyển 

động quay chậm dần đều. 

2.2.2.3.    Khảo sát chuyển động của các điểm thuộc vật. 

Xét một điểm M thuộc vật, nằm cách trục quay ∆ một đoạn IM=R được gọi là bán 

kính quay của điểm M. Khi vật quay, điểm M sẽ chuyển động trên đường tròn tâm I, là 

giao điểm  giữa trục quay và mặt phẳng vẽ qua M vuông góc với trục qua, với bán kính 

IM. 

a.    Phương trình chuyển động của điểm. 

Chọn giao điểm của mặt phẳng quy chiếu  với quỹ đạo 

tròn của điểm làm gốc quy chiếu trên quỹ đạo (hình 2-11). Các 

thông số định vị của điểm M là góc   và bán kính IM=R, nó 

được gọi là bán kính quay của điểm M. Khi chọn chiều dương 

cho trước đối với quỹ đạo tròn phù hợp với chiều dương của 

chuyển động quay thì thông số định vị cũng có thể chọn là cung 

RsMO 


. 

Vậy phương trình chuyển động của điểm M là (hình 2-12) 

an
at

tO

M

aI
v




Hình 2-12 
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)(tRs      (2-24) 

b.    Vận tốc của điểm. 

Theo công thức (2-10) ta nhận được (   ): 

0tRv


     (2-25) 

Vận tốc của điểm M có phương vuông góc với bán kính 

quay, có chiều thuận chiều quay, có giá trị bằng tích giữa vận 

tốc góc và bán kính quay (hình 2-12). 

Các điểm nằm trên trục quay có vận tốc bằng không, các 

điểm nằm càng xa trục quay (tức là có bán kính quay càng lớn) 

thì có giá trị vận tốc càng lớn. Như vậy các điểm thuộc vật rắn quay quanh một trục cố 

định và nằm trong cùng một mặt phẳng vuông góc với trục quay có vận tốc được phân bố 

theo luật tam giác vuông (hình 2-13). 

c.    Gia tốc của điểm. 

Sử dụng các công thức (2-12), (2-13) trong đó chú ý (2-23), (2-24) và   ;    

ta có: 

Gia tốc tiếp ta


 có phương vuông góc với bán kính quay, có chiều thuận hoạc ngược 

chiều quay của vật tùy thuộc vật quay nhanh dần hoặc chậm dần và có giá trị bằng tích số 

của gia tốc góc với bán kính quay (hình 2-12): 

 rRa t      (2-26) 

Chú ý: Chiều của ta


 thuận chiều với gia tốc góc  . 

Gia tốc pháp na


 hướng từ điểm M vào tâm I, có giá trị bằng tích số của bán kính 

quay và bình phương vận tốc góc (hình 2-12): 

2Ra n       (2-27) 

Gia tốc toàn phần có giá trị bằng (hình 2-12): 

42   Ra    (2-28) 

Và nghiêng với bán kính quay MI một góc : 

2


 tg      (2-29) 

Như vậy, các điểm nằm trong mặt phẳng vuông góc với trục quay của vật rắn quay 

quanh một trục cố định có gia tốc được phân bố theo quy luật tam giác thường đồng dạng 

với tỉ số đồng dạng bằng 42    (hình 2-14) 

2.2.2.4.    Biểu diễn véc-tơ một chuyển động quay. 

a.   Véc-tơ vận tốc góc 


 và véc-tơ gia tốc góc 


. 

- Véc-tơ vận tốc góc 


 có phương dọc trục quay, có chiều khi nhìn từ mút xuống 

thấy vật quay ngược chiều kim đồng hồ, có moodun bằng giá trị của vận tốc góc (hình 2-

15) 



vM





Hình 2-13 








Hình 2-14 
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Vậy   k


       (2-30) 

Trong đó: k


 là véc-tơ đơn vị trên trục quay sao cho nhìn từ mút xuống thì chiều 

dương chọn trước của vật quay là chiều ngược chiều kim đồng hồ. 

-     Véc-tơ gia tốc góc 


: 

  kk
dt

d
k

dt

d

dt

d 








      (2-31) 

Vậy véc-tơ gia tốc góc có phương dọc trục quay, cùng chiều hoặc ngược chiều với 

véc-tơ vận tốc góc tùy thuộc vào vật quay nhanh dần hay chậm dần (hình 2-16). 

b.    Biểu thức véc-tơ của vận tốc điểm và gia tốc điểm. 

Chọn một điểm O cố định trên trục quay. Véc-tơ định vị của động điểm M là véc-tơ 

rMO


 . Ta có các công thức sau đây: 

rv


       (2-32) 









vra

vara nt







 ;
    (2-33) 

Để chứng minh chỉ cần chú ý rằng (hình 2-14) 

RIOMIIOMOr


  

Trong đó IO


 đồng phương với 


 và là véc-tơ hằng khi vật quay, còn R


 là véc-tơ 

có moodun hằng 

Vậy:    RRIOr


   

Biểu thức R


  chính là vận tốc điểm M. Như vậy công thức (2-32) được chứng 

minh và nó có tên là công thức Ơle. 

 Công thức (2-33) được suy ra từ công thức (2-32) khi chú ý đến công thức (2-31). 

2.3. CHUYỂN ĐỘNG SONG PHẲNG CỦA VẬT RẮN. 

2.3.1.    Định nghĩa và mô hình. 

2.3.1.1.    Định nghĩa. 

Chuyển động của vật rắn được gọi là chuyển động song phẳng khi mỗi điểm thuộc 

vật luôn luôn di chuyển trong một mặt phẳng song song với một mặt phẳng cố định được 

chọn trước gọi là mặt phẳng quy chiếu (hình 2-17). 









v

M

rk

R

Hình 2-15 



 



 

a) 

Nhanh 

dần 



 



 

b) 

Chậm 

dần 

Hình 2-16 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 35 

          

  Hình 2-17      Hình 2-18 

2.3.1.2.    Mô hình của vật chuyển động song phẳng. 

Bài toán khảo sát chuyển động song phẳng của vật rắn trong không gian được đưa về 

bài toán khảo sát chuyển động của một tiết diện phẳng của nó trong mặt phẳng chứa tiết 

diện phẳng, song song với mặt phẳng quy chiếu (hình 2-18). 

Trong các cơ cấu phẳng, các khâu của nó đều chuyển động song phẳng. Ví dụ: Cơ 

cấu tay quay thanh truyền (hình 2-19), cơ cấu bốn khâu bản lề (hình 2-20), một bánh xe lăn 

trên một đường cong phẳng trong mặt phẳng chứa đường cong (hình 2-21). Sau đây 

chuyển động của một tiết diện phẳng ta gọi là chuyển động của hình phẳng trong mặt 

phẳng chứa nó. 

                      

 Hình 2-19                   Hình 2-20                                Hình 2-21 

2.3.2.    Khảo sát chuyển động của hình phẳng. 

2.3.2.1.    Phương trình chuyển động của hình phẳng S. 

a.   Thông số định vị. 

Xét một hình phẳng S chuyển động trong mặt phẳng P. 

Trong mặt phẳng P chọn hệ trục cố định O1x1y1, lấy một điểm 

O thuộc hình phẳng S và gắn vào đó một hệ trục Oxy có trục 

Õ luôn song song với trục O1x1; trục Oy luôn song song với 

trục O1y1. Như vậy, hệ trục Oxy chuyển động tịnh tiến đối với 

hệ trục cố định O1x1y1. Chuyển động đó được xác định hoàn 

toàn qua chuyển động của điểm O được gọi là cực. Vị trí của 

hình phẳng S được xác định khi xác định được vị trí của nó 

đối với hệ trục Oxy (qua góc định vị  ) và vị trí của hệ trục 

động O1x1y1 (qua các thông số định vị của cực O, ví dụ: x0 và 

y0). 

Vậy các thông số định vị của hình phẳng đối với hệ trục 

cố định O1x1y1 sẽ là x0, y0 và   (hình 2-22). 

b.   Phương trình chuyển động. 

S 

y 

x P 
O 

O 

A 

B O 

A 
B 

C 

x1

x

y0

y1 y

x

(S)



Hình 2-22 

Mặt phẳng quy chiếu 

S

P

Po

A

B
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Khi hình phẳng S chuyển động trong mặt phẳng P chứa nó thì x0, y0 và   thay đổi 

liên tục theo thời gian. Các đại lượng: 

x0= x0(t); y0= y0(t);  t     (2-37) 

được gọi là phương trình chuyển động của hình phẳng S. 

Chú ý:  Hai phương trình đầu mô tả chuyển động tịnh tiến của hệ trục động Oxy, còn 

phương trình cuối mô tả chuyển động quay của hình phẳng đối với hệ trục động Oxy 

quanh trục qua O và vuông góc với hình phẳng. Bằng cách như vậy chuyển động của hình 

phẳng S được phân tích thành hai chuyển động: chuyển động tịnh tiến cùng hệ trục động 

Oxy và chuyển động quay đối với hệ trục động Oxy. 

2.3.2.2.    Các yếu tố động học của chuyển động hình phẳng. 

Chuyển động của hệ trục động Oxy là chuyển động tịnh tiến cùng với cực O nên 

trạng thái động học của nó được xác định bằng vận tốc và gia tốc của cực O );( 00 av


. 

Chuyển động quay của hình phẳng đối với hệ trục động Oxy được xác định bằng vận tốc 

góc    và gia tốc góc    . 

Các đại lượng: 

0v


; 0a


;  ;      (2-38) 

Được gọi là các yếu tố động học của hình phẳng chuyển động song phẳng. 

Các đại lượng 0v


; 0a


 phụ thuộc vào việc chọn cực, còn các đại lượng  ;  không 

phụ thuộc cào việc chọn cực. 

2.3.3.    Khảo sát chuyển động các điểm thuộc hình phẳng. 

2.3.3.1.    Phương trình chuyển động của điểm. 

a.   Thông số định vị. 

Xét một diểm M thuộc hình phẳng S nằm cách cực O một khoảng OM=R. Các thông 

số định vị của điểm M có thể được chọn là tọa độ xM và yM 

(hình 2-23). 













sin

cos

0

0

Ryy

Rxx

M

M

 

b.    Phương trình chuyển động. 

Vì x0, y0, và   thay đổi liên tục theo thời gian, nên: 









)(sin)()(

)(cos)()(

0

0

tRtyty

tRtxtx

M

M




    (2-39) 

Được gọi là phương trình chuyển động của điểm M. 

2.3.3.2.    Vận tốc các điểm. 

a.    Biểu thức giải tích của vận tốc. 

Vận tốc của điểm M được xác định qua hình chiếu của nó trên hệ trục cố định O1x1y1 

(sử dụng công thức (2-7)): 

x1

1

x0

y0

y1 y

x



yM
M

xM

Hình 2-23 
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
















coscos

sinsin

00

00

RyRy
dt

dy
v

RxRx
dt

dx
v

v
M

My

M
Mx

M






    (2-40) 

b.    Quan hệ vận tốc giữa hai điểm thuộc hình phẳng. 

Vì vận tốc của điểm cực O, tức 0v


 có các hình chiếu trên hệ trục cố định là 0x  và 

0y , còn vận tốc của điểm M tính trong chuyển động của hình phẳng S quay quanh O đối 

với hệ trục Oxy, kí hiệu MOv


 có các hình chiếu trên hệ trục cố định là  sinR  và 

 cosR  

Từ (2-40) ta nhận được: 

MOM vvv


 0     (2-41) 

Định lý 2-1:    Vận tốc của một điểm M thuộc hình phẳng bằng tổng hình học của 

vận tốc cực O và vận tốc của nó khi hình phẳng quay (đối với hệ trục Oxy) quanh cực O. 

Với hai điểm A và B bất kỳ thuộc hình phẳng, ta có: 

BAAB vvv


  

Trong đó BAv


 là vận tốc của điểm B do hình phẳng S 

quay quanh A. Như vậy BAv


 có phương vuông góc với đoạn 

thẳng AB. Chiếu hai vế của đẳng thức vừa thiết lập lên 

đường thẳng qua hai điểm A, B (hình 2-26), ta có: 

AABBAB vhcvhc


     (2-42) 

Từ đó nhận được định lý 2-2. 

Định lý 2-2: Hình chiếu vận tốc của hai điểm thuộc 

hình phẳng lên phương qua hai điểm đó bằng nhau.  

c.    Tâm vận tốc tức thời và sự phân 

bố vận tốc các điểm thuộc hình phẳng. 

- Tâm vận tốc tức thời. 

Định nghĩa: Nếu tại thời điểm khảo 

tồn tại một điểm của hình phẳng có vận tốc 

bằng không thì điểm đó được gọi là tâm 

vận tốc tức thời của hình phẳng (hình 2-

27). 

Định lý 2-3: Tại thời điểm vận tốc 

góc của hình phẳng khác không ( 0 ) thì tồn tại duy nhất một tâm 

vận tốc tức thời. 

- Sự phân bố vận tốc của các điểm thuộc hình phẳng: Xét 

trường hợp tồn tại tâm vận tốc tức thời. 

Chọn tâm vận tốc tức thời P làm cực. Sử dụng công thức (2-41) 

ta có: 

MPMPPM vvvv


     (2-43) 

Tức là vận tốc điểm M bất kì thuộc hình phẳng S bằng vận 

tốc của nó trong chuyển động quay của hình phẳng quanh tâm vận 

Hình 2-24 

x1

y1
y

x
M

vMO

M
v0

O
v0

vM
vMO

Hình 2-25 

A
B

vA

vBA

vB

vA

Hình 2-26 

(S)

P(vP=0)

Hình 2-27 

P

M

P
*

Hình 2-28 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 38 

tốc tức thời (hình 2-28). Điểm P* thuộc mặt phẳng cố định trùng với tâm vận tốc tức thời P 

được gọi là tâm quay. Ta có định lý 2-4. 

Định lý 2-4: Tại thời điểm tồn tại tâm vận tốc tức thời, vận tốc các điểm thuộc hình 

phẳng được phân bố giống như trường hợp quay quanh tâm vận tố tức thời P (hình 2-28). 

Trong trường hợp này người ta gọi hình phẳng quay quanh tâm quay tức thời P*. 

Trong trường hợp không tồn tại tâm vận tốc tức thời ( 0 ) thì trong công thức (2-

41) thành phần vận tốc tính trong chuyển động quay quanh cực bằng không ( 0MOv


). Khi 

đó: 

OMOOM vvvv


     (2-44) 

Tức vận tốc mọi điểm thuộc hình phẳng đều bằng nhau và vận 

tốc cực O. Ta nhận được định lý 2-5. 

Định lí 2-5:  Tại thời điểm không tồn tại tâm vận tốc tức thời 

( 0 ) thì mọi điểm thuộc hình phẳng có vận tốc bằng nhau. 

Trường hợp này hình phẳng được gọi là tịnh tiến tức thời (hình 

2-29). 

Chú ý: Quỹ đạo của điểm P trên hình phẳng được gọi là tâm tích động, quỹ đạo của 

điểm P* (tâm quay) trên mặt phẳng cố định được gọi la tâm tích cố định. Người ta đã 

chứng minh được định lý 2-6. 

Định lí 2-6:  Chuyển động của hình phẳng được thực hiện bằng cách cho tâm tích 

động lăn không trượt dọc tâm tích cố định. 

- Một số quy tắc tìm tâm vận tốc tức thời. 

Trường hợp 1: Biết vận tốc điểm A và vận tốc góc của hình 

phẳng (hình 2-30). Tâm vận tốc tức thời nằm trên đường thẳng PA có 

được bằng cách quay Av


 góc 
2


 theo chiều quay   và 


Av

PA  . 

Trường hợp 2: Biết vận tốc điểm A và phương vận 

tốc của điểm B cắt phương vận tốc của điểm A (hình 2-

31). 

Từ hai điểm A và B dựng hai đường vuông góc với 

các phương vận tốc của chúng. Giao điểm hai đường này 

là tâm vận tốc tức thời (hình 2-31). 

AP

vA  và 
PA

PB
vPBv AB   

Trường hợp 3: Biết vận tốc hai điểm A, B và 

phương vận tốc của chúng song song với nhau. 

Nếu AB vuông góc với hướng vận tốc thì tâm vận tốc tức thời là giao điểm của 

phương chứa AB với đường thẳng nối các điểm mút của các vận tốc Av  và Bv . 

B

O

M

(S)

A

      Hình 2-29 

vA



A

P

Hình 2-30 

Phương v 

Hình 2-31 

B 

A 
B 

P 

v A 
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Trong trường hợp vận tốc hai điểm cùng chiều (hình 2-32) thì: 

AB

vv BA   

Đối với trường hợp vận tốc hai điểm ngược chiều nhau (hình 2-33) thì: 

AB

vv BA   

Nếu AB không vuông góc với phương các vận tốc thì tâm vận 

tốc sẽ ở xa vô cùng (hình 2-34), ta có:  =0; vM=vA=vB 

Tức là hình phẳng chuyển động tịnh tiến tức thời. 

Trường hợp 4: Hình phẳng lăn không trượt trên một đường cong 

phẳng cố định (hình 2-35). Trong trường hợp này điểm tiếp xúc giữa 

hình phẳng và đường sẽ là tâm vận tốc tức thời. 

Ví dụ 2-3: Tay quay OA có chiều dài r=0,1m quay đều với vận 

tốc góc 0=30 rad/s. Con trượt B chuyển động theo phương ngang. 

Cho chiều dài của thanh truyền AB là 3rl  . Tại thời điểm đang xét tay quay OA vuông 

góc với thanh truyền AB (hình 2-36). Tìm: 

-   Vận tốc trượt B. 

-   Vận tốc góc thanh truyền AB. 

Giải 

Phân tích: Khâu OA chuyền động quay quanh trục cố định O. Thanh truyền AB 

chuyển động song phẳng, còn con trượt B chuyển động tịnh tiến. Tay quay OA làm với 

hướng ngang một góc 600. 

Vận tốc:  Tính vận tốc điểm B. Viết công thức (2-41) cho điểm B khi chọn A làm 

cực: 

BAAB vvv


   (a) 

Véc tơ Av


 có chiều như hình 2- và có giá trị:  

vA =0OA=0r 

Các vec tơ Bv


 và BAv


 chỉ biết được phương: 

Bv


 có phương dọc trục Ox còn BAv


 có phương 

vuông góc với  (tức phương ):   

vBcos300=vA 

ABBA

A

vA

vB

B

P

Hình 2-34 

vA

vB

P B

A

Hình 2-33 

vA

vB

P

A

B

Hình 2-32 

P

I

Hình 2-35 

O

vA A

vA

vB

vBA

B
60°



Hình 2-36 
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Do đó:  


32

2

330cos

0

0


rv
v A

B  m/s 

Để tìm giá trị của BAv


 ta chiếu hai chiếu vế của bất đẳng thức (a) lên phương vuông 

góc với Bv


, tức lên phương thẳng đứng: 

0=vAcos600-vBAcos300 

Từ đó ta tính được:  

3

3
30

30cos

60cos
0

0

0

0 r
tgvvv AABA   

Vận tốc góc của thanh AB bằng: 




 10
33

3 00 
l

r

BA

vBA  rad/s 

và tại thời điểm đang xét thanh AB quay thuận chiều kim 

đồng hồ. 

Để tìm vận tốc điểm B cũng có thể sử dụng định lí hình 

chiếu vận tốc. 

hcAB Bv


= hcAB Av


 AB vv  030cos  

Kết quả tìm được trùng với kết quả ở trên. 

Để giải bài toán trên cũng có thể sử dụng phương pháp 

tâm vận tốc tức thời. Tâm vận tốc tức thời của thanh AB tại 

thời điểm khảo sát là giao điểm của OA với đường thẳng đứng 

qua B (hình2-37). 

Ta có: 




 10
360

0

0

0 
ltg

r

PA

vBA  rad/s 

Vận tốc điểm B được tính theo công thức: 




 32
3

32

60cos3

0

0

0 
rl

PBvB  m/s 

2.3.3.3.    Gia tốc của điểm. 

a.   Biểu thức giải tích. 

Sử dụng công thức (2-8), ta nhận được: 




















sincos

cossin

2

02

2

2

02

2

RRy
dt

yd
a

RRx
dt

xd
a

a

M
My

M
Mx

M






     (2-45) 

b.    Quan hệ gia tốc giữa hai điểm. 

Từ (2-45) dễ dàng nhận thấy thành phần thứ nhất trong vế phải là các hình chiếu trên 

các trục tọa độ cố định của gia tốc cực O. 

O

vA

A

vB

B

P



Hình 2-37 
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Thành phần thứ hai là hình chiếu trên các trục tọa độ cố định của gia tốc pháp của 

điểm M tính riêng trong chuyển động quay của S quanh O, kí hiệu n

MOa


 hướng từ M đến 

cực O, có giá trị bằng R2. 

Thành phần thứ ba là hình chiếu trên các trục tọa độ cố định của gia tốc tiếp của 

điểm M tính riêng trong chuyển động quay của S quanh cực O, kí hiệu t

MOa


 có phương 

thẳng góc với MO, thuận chiều gia tốc góc  và có giá trị bằng R. Vậy (hình 2-38): 

t

MO

n

MOOM aaaa


    (2-46) 

Ta có định lí  3-6. 

Định lí 2-6: Gia tốc của một điểmM thuộc hình 

phẳng bằng tổng hình học của gia tốc cực O và gia tốc 

của nó khi hình phẳng quay (đối với hệ trục Oxy) quanh 

cực O. 

Chú ý rằng gia tốc của điểm M tính trong chuyển 

động của hình phẳng quay quanh cực O, kí hiệu MOa


, 

gồm hai thành phần gia tốc tiếp và gia tốc pháp: 

t

MO

n

MOMO aaa


  

c.   Tâm gia tốc tức thời. 

Định nghĩa: Tâm gia tốc tức thời là một điểm 

thuộc hình phẳng, tại thời điểm khảo sát có gia tốc bằng không. 

Tương tự như trường hợp tâm vận tốc tức thời, ta có định lí 2-7. 

Định lí 2-7:  Tại thời điểm vận tốc góc và gia tốc góc của hình phẳng không đồng 

thời triệt tiêu thì tồn tại duy nhất một tâm gia tốc. 

Định lí 2-8:  Trong trường hợp tồn tại tâm gia tốc tức thời, sự phân bố gia tốc các 

điểm thuộc hình phẳng giống như sự phân bố của chúng khi hình phẳng quay quanh tâm 

gia tốc. 

Chú ý: Tâm gia tốc nói chung không trùng với tâm vận tốc. 

Ví dụ 2-4:  Theo ví dụ 2-39. Tính gia tốc của con trượt B và gia tốc góc của thanh 

AB. 

Giải 

Sử dụng định lí 2-6 để tính gia tốc điểm B: 

t

BA

n

BAAB aaaa


  

Thành phần Aa


 hướng từ A đến O và có giá trị: 

aA=r0
2=0,1(30)2=902 m/s2 

Thành phần 
n

BAa


 hướng từ B đến A và 

có giá trị:  

  222 31031,010   BAan

BA  m/s2 

Thành phần 
t

BAa


 hướng vuông góc với 

AB tại B, có chiều chưa biết (chọn một chiều 

xác định, nếu đáp số dương thì chiều đã chọn 

x1

y1




a MO

n
ao

M

ao

aM

aMO

a MO
t

Hình 2-38 

A

aBA

aB

aA

B
n

n

aBA

aBA
t

aA
n



O

Hình 2-39 
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là đúng, nếu đáp số âm thì chiều đã chọn là sai, cần phải đổi lại chiều) và có giá trị: 

3rBAa t

BA    m/s2 

Phương chiều của các véc tơ trong bất đẳng thức (a) cho trên hình 2-39. 

Để tìm giá trị của gia tốc điểm B ta chiếu đẳng thức (a) lên phương AB: 

n

BAB aa 030cos  

2
2

0
20

2

3

310

30cos





n

BA

B

a
a  m/s2 

Khi chiếu đẳng thức (a) lên phương thẳng đứng (vuông góc với ba


) ta nhận được: 

000 60sin60cos30cos0 t

BA

n

BA

n

A aaa   

Từ đó: 

2220 80109030   tgaaa n

BA

n

A

t

BA  m/s2 

Ta dễ dàng tìm được gia tốc góc của thanh AB: 

3

3800

31,0

80 22 
 

BA

a t

BA rad/s2 

Chiều của gia tốc  phù hợp với chiều của t

BAa


, tại thời điểm khảo sát có chiều ngược 

chiều kim đồng hồ. Thanh AB tại thời điểm khảo sát chuyển động chậm dần. 

2.4.    TỔNG HỢP CHUYỂN ĐỘNG. 

2.4.1.    Tổng hợp chuyển động chất điểm. 

2.4.1.1.    Bài toán tổng hợp chuyển động chất điểm. 

Có một chất điểm M chuyển động đối với hệ quy chiếu 

(B), còn hệ quy chiếu (B) chuyển động đối với hệ quy chiếu 

(A). Chuyển động của chất điểm M đối với hệ quy chiếu (A) 

được xem là tổng hợp từ hai chuyển động: chuyển động của 

chất điểm M đối với hệ quy chiếu (B) và chuyển động của hệ 

quy chiếu (B) đối với hệ quy chiếu (A). Để đơn giản ta coi hệ 

quy chiếu (A) là cố định. 

Chuyển động của chất điểm M đối với hệ quy chiếu (B) 

được gọi là chuyển động tương đối. 

Chuyển động của hệ quy chiếu (B) đối với hệ quy chiếu 

(A) được gọi là chuyển động theo. 

Chuyển động của chất điểm M đối với hệ quy chiếu (A) 

được gọi là chuyển động tuyệt đối (hình 2-40). 

Ví dụ: Một hạt lỏng chuyển động trong rãnh cánh máy bơm 

là chuyển động tương đối, cánh máy bơm chuyển động đối với 

giá cố định là chuyển động theo, còn chuyển động của hạt đối với 

giá cố định là chuyển động tuyệt đối (hình 2-41). 

2.4.1.2.    Định lý hợp vận tốc. 

Định nghĩa: Vận tốc tuyệt đối của chất điểm M là vận tốc 

Z

y

x

M

O1

(A) y1

Z1

x1

O(B)

Hình 2-40 

M

O

Hình 2-41 
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của nó được tính trong hệ quy chiếu (A), kí hiệu av


: 

 
)(1 Aa MO

dt

d
v


     (2-47) 

Vận tốc tương đối của chất điểm M là vận tốc của nó được tính trong hệ quy chiếu 

(B), kí hiệu rv


: 

  )(Br MO
dt

d
v


     (2-48) 

Vận tốc theo: Xét điểm M* thuộc hệ quy chiếu (B) mà tại thời điểm khảo sát trùng 

với chất điểm M. Vận tốc theo của chất điểm M, kí hiệu ev


 là vận tốc của trùng điểm M* 

của động chất điểm M. 

  )(

*

Ae MO
dt

d
v


    (2-49) 

Định lí 2-9: Tại thời điểm, vận tốc tuyệt đối của chất điểm M bằng tổng hình học của 

vận tốc theo và vận tốc tương đối. 

rea vvv


     (2-50) 

Chứng minh: 

Gọi i


, j


, k


 là các véc-tơ đơn vị của hệ trục Oxyz gắn liền với hệ quy chiếu (B); x, 

y, z là tọa độ của chất điểm M trong hệ tọa độ Oxyz (hình 2-42). 

Theo (2-47) ta có: 

   

     

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xv

kzjyix
dt

d
vMO

dt

d
OO

dt

d

MOOO
dt

d
MO

dt

d
v

O

AOAA

AAa
















)()()(1

)(1)(1

  (2-50) 

Dựa vào (2-48) với chú ý: 

0

)()()(

































BBB
dt

kd

dt

jd

dt

id


 (2-51) 

Ta tính được: 

   
)()( BBr kzjyix

dt

d
MO

dt

d
v


  

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
vr


   (2-52) 

Để tính vận tốc theo của điểm M ta lấy chất 

điểm M* là trùng điểm của M tại thời điểm khảo sát, 

nó có các tọa độ đối với hệ trục tọa độ động Oxyz là x*, y*, z*, chúng là hằng số vì chất 

điểm M* gắn liền với hệ quy chiếu động Oxyz nên: 

0

)(

*

)(

*

)(

*




























BBB
dt

dz

dt

dy

dt

dx
   (2-53) 

O1

y1

Z1

x1

O

Z

y

x

M

j

x

i

y

k

Hình 2-42 
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Theo (2-49) ta có: 

     
)(

***

)(

*

1)(

*

1 AOAAe kzjyix
dt

d
vMOOO

dt

d
MO

dt

d
v


  

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xvv oe


 ***      (2-54) 

Khi so sánh (2-50), (2-52) và (2-54) với chú ý rằng tại từng thời điểm xx * ; 

yy *
;  zz *  ta nhận được:  rea vvv


  

Như vậy định lí 2-9 được chứng minh. 

2.4.1.3.    Định lí hợp gia tốc. 

Định nghĩa: Gia tốc tuyệt đối của chất điểm là gia tốc của nó được tính trong hệ quy 

chiếu (A), kí hiệu aa


: 

 
)( Aaa v

dt

d
a


    (2-55) 

Gia tốc tương đối của chất điểm M là gia tốc của nó được tính trong hệ quy chiếu 

(B), kí hiệu ra


:  

 
)( Arr v

dt

d
a


     (2-56) 

Gia tốc theo của chất điểm M là gia tốc của trùng chất điểm M* được tính trong hệ 

quy chiếu (A), kí hiệu ea


: 

 
)( Aee v

dt

d
a


     (2-57) 

Định lí 2-10: Tại mỗi thời điểm, gia tốc tuyệt đối bằng tổng hình học của gia tốc 

theo, gia tốc tương đối và gia tốc Côriolic (kí hiệu ca


): 

crea aaaa


     (2-58) 

Chứng minh: 

Khi thay (2-50) vào (2-55) ta được: 

 


























dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx

dt

zd
k

dt

yd
j

dt

xd
i

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xa

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xv

dt

d
v

dt

d
a

O

A

OAaa












2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)(

)(

  

(2-59) 

Còn thay (2-52) vào (2-56) với chú ý (2-51) ta có: 

  
 

k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd
k

dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

d
v

dt

d
a

B

Brr


2

2

2

2

2

2









    (2-60) 

Theo công thức (2-57) trong đó Mv


 được tính theo công thức (2-54) và chú ý đến (2-

53) thì: 
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  

 

2

2
*

2

2
*

2

2
*

****

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xa

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xv

dt

d
v

dt

d
a

O

A

oAMe



















    (2-61) 

Khi so sánh (2-59) với (2-60) và (2-61) với chú ý rawngd tại mọi thời điểm xx * ; 

yy *
;  zz *  ta nhận được: 

 crea aaaa


  

Trong đó: 
















dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
ac




2     (2-62) 

Được gọi là gia tốc Côriolic. 

Công thức Côriolic ca


: trường hợp hệ động Oxyz (hệ quy chiếu B) chuyển động tính 

tiến 0
dt

kd

dt

jd

dt

id


 thì 0ca


. 

Vậy   rea aaa


    (2-63) 

Định lí 2-11: Khi chuyển động theo là tịnh tiến thì gia tốc tuyệt đối của chất điểm M 

bằng tổng hình học của gia tốc theo và gia tốc tương đối. 

Trường hợp hệ động Oxyz quay quanh một trục cố định với véc-tơ vận tốc góc theo 

e . Sử dụng công thức Ơle (2-32), trong đó: 

i
dt

id
e




 ; j
dt

jd
e




 ; k
dt

kd
e




    (2-64) 

Và khi thay vào (2-62) ta có: 
























 k

dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
a ec





22  

Vậy (hình 2-44): 

rec va


 2  (2-64) 

Công thức (2-64) còn đúng cho trường hợp hệ động Oxyz có chuyển động bất kì. 

Chú ý:  

- Tại thời điểm khảo sát nếu re v


//  hoặc 0rv


 hay 0e


 thì tại thời điểm này 

0ca


 và công thức tính gia tốc sẽ theo (2-63) 

- Trong trường hợp re v


  (hình 2-43) thì có quy tắc tìm phương chiều của ca


 như 

sau: quay rv


quanh gốc của nó theo chiều quay của hệ động quanh trục e


 một góc 900, ta 

có ngay chiều của ca


, còn giá trị của nó bằng 2evr. 
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a C

90°

v r'

v r

e

   

e

aC

90°

90°

v r '  

Hình 2-43 

Ví dụ 2-5:  Tay quay OA có độ dài bằng R, quay đều quanh trục O với vận tốc góc 

0 khi cơ cấu có vị trí như hình 2-44, tìm: 

-     Vận tốc tương đối của con trượt A đối với cần lắc O1B, vận tốc 1 của con lắc 

O1B? 

-     Gia tốc tương đối của con trượt A đối với cần lắc O1B, gia tốc góc  của cần lắc 

O1B? 

Giải 

Phân tích:   Xem con trượt A là một chất điểm, ta có chất điểm A chuyển động dọc 

O1B quay quanh O1 gắn với giá cố định. Khi chọn O1B làm hệ quy chiếu động thì: 

-    Chuyển động theo của chất điểm A là chuyển động của cần lắc quanh trục O1 đối 

với giá cố định. 

-    Chuyển động tương đối của chất điểm A là chuyển động thẳng của nó dọc theo 

cần lắc O1B. 

-     Chuyển động tuyệt đối của chất điểm A là chuyển động tròn đều (do tay quay 

OA quay đều) trên đường tròn tâm O, bán kính OA=R.  

Vận tốc: Theo định lí 2-9 cho chất điểm A: rea vvv


  

-    av


 có phương vuông góc với OA, thuận chiều quay của tay quay OA (cùng chiều 

0) và có giá trị:  va=R0 

-     rv


 hướng dọc trục O1B, giá trị chưa xác định. 

-    *Ae vv


 , A* là điểm của O1B trùng với chất điểm A. 

Vậy ev


 có phương vuông góc với O1B, giá trị chưa xác định. 

Sử dụng quy tắc hình bình hành trong phép tính vec tơ 

ta dễ dàng tìm được: 

0

0

2

3
30cos 

a
vv ar  ;  

0

0

2

1
30sin Rvv ae   

Vì   *

11* AOvv
Ae   nên: 

422

00

*

1

1


 

R

R

AO

ve  rad/s 

O

O1

30°





A

B

v r

va

ve

Hình 2-44 
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Tại thời điểm khảo sát cần lắc quay ngược chiều kim đồng hồ, tức quay theo chiều 

dương (1>0). 

Gia tốc:  Vì chuyển động theo là chuyển động quay quanh một trục cố định nên 

(hình 2-): crea aaaa


  

-  Aa


 hướng từ A đến O, có giá trị: 2

0RaA   

Để tìm phương chiều của Ca


 ta quay rv


 quanh A theo chiều 1 một góc 900, còn giá 

trị: 
2

00

0

1
4

3

2

3

4
22 



RR

va rC   

-   ra


 có phương dọc O1B, chiều và giá trị chưa xác 

định. 

-    *Ae aa


 . Vì A là điểm trên của cần lắc O1B nên 

t

A

n

AA
aaa ***


  

-     n

A
a *


 hướng từ A đến O1 và có giá trị: 

n

e

n

A
aRAOa 

8

2

0*

1

2

1*


  

-     t

A
a *


 hướng vuông góc với AO tại A, có chiều và 

giá trị chưa xác định. 

t

e

t

A
aRAOa   2*

1*  

Vậy hình 2-45:    cr

t

e

n

ea aaaaa


  

Trong phương trình véc tơ này hai véc tơ n

ea


 và t

ea


 có giá trị chưa được xác định. Để 

tìm chúng, chiếu hai vế của bất đẳng thức véc tơ gia tốc trên phương   (từ đó tìm 

được ar) và trên phương vuông góc với O1B (từ đó tìm được t

ea


) Cụ thể ta có: 

c

t

eA aaa  030cos  

r

n

eA aaa  030sin  

Từ đây tính được: 

2

0
8

3
Rar   

(dấu “-” chỉ chiều đúng là chiều ngược với chiều đã chọn trên hình 2-45) 

2

0
4

3


R
a t

e   

Chiều của t

ea


 cũng là chiều ngược với chiều trên hình 2-45. 

Gia tốc góc 1  của cần lắc O1B có giá trị: 

2

0

2

0*1
8

3

8

3
 

R

R

OA

a t

e  rad/s2 

Và có chiều ngược chiều quay kim đồng hồ. 

 O1B 

O

O1

30°





B

a r

ae



aA
n

aA

aA
t

Hình 2-45 
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Tại thời điểm khảo sát cần lắc chuyển động nhanh dần vì 01   và 01  nên 

011   

2.4.2.   Tổng hợp chuyển động vật rắn. 

Tổng hợp hai chuyển động quay quanh hai trục song song: Xét vật (C) quay đối với 

khung (B) quanh trục ∆r với vận tốc góc r, khung (B) quay đối với giá cố định (A) quanh 

trục ∆ với vận tốc góc e. Xác định chuyển động của vật (C) đối với giá cố định (A) (hình 

2-46). 

y

x

(A)

(C)
e

 r

(B)

e

 r

        

O1

y1

x1

O

y

x

(S)

e)e

e

 a) a

 r) r

 

Hình 2-46     Hình 2-47 

Chuyển động của vật (C) đối với khung (B) được gọi là chuyển động tương đối. 

Chuyển động của vật (C) đối với giá cố định (A) được gọi la chuyển động tuyệt đối. 

Chuyển động của khung (B) đối với giá cố định (A) gọi là chuyển động theo. 

Đầu tiên ta nhận xét rằng chuyển động tuyệt đối của vật (C) là chuyển độn song 

phẳng với mặt phẳng quy chiếu vuông góc với trục quay (ví dụ mặt phẳng Oxy). Do đó 

thay cho việc khảo sát chuyển động của vật (C) ta khảo sát chuyển động của một hình 

phẳng S nằm trong mặt phẳng thẳng góc với các trục quay (hình 2-47). Gọi O1O là khoảng 

cách hai trục. 

Thanh O1O quay đối với giá cố định với vận tốc góc e  (với góc định vị e ), còn 

hình phẳng S quay quanh trục O đối với tay quay O1O với vận tốc góc r  (với góc định vị 

r ). 

Vì chuyển động tuyệt đối của hình phẳng S là chuyển động song phẳng nên cần xác 

định: 

- Tâm vận tốc tức thời của hình phẳng. 

- Vận tốc góc tuyệt đối a của hình phẳng. 

Đầu tiên ta tìm vận tốc góc tuyệt đối a của hình phẳng. Góc định vị của hình phẳng 

S trong chuyển động tuyệt đối, kí hiệu a  sẽ bằng (hình 2-47): 

rea      (2-65) 

Do đó:   
dt

d

dt

d

dt

d rea 
  

Vậy:    rea       (2-66) 

Để tìm tâm vận tốc tức thời P của hình phẳng S chúng ta lần lượt xét các trường hợp 

sau: 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 49 

a.   Trường hợp chuyển động quay theo và quay tương đối cùng chiều: Ví dụ 0e , 

0r . Vậy (hình 2-48): 

0 rea   

Xét điểm O thuộc hình phẳng S nằm trên 

tay quay O1O, quay quanh trục O1 với vận tốc 

góc e  nên: 

vo= eO1O 

Dựa vào quy tắc tìm tâm vận tốc tức thời 

khi biết vận tốc một điểm ( 0v


) và vận tốc góc 

của hình phẳng  a ; ta tìm tâm vận tốc tức thời 

như sau: quay 0v


quanh O một góc 900 theo chiều 

quay của a . Trên nửa đường thẳng vuông góc 

với 0v


ta lấy điểm P: 

OOOO
v

PO
re

e

a

11
0 









 

Vậy P là điểm chia trong của đoạn O1O. 

Ngoài ra chúng ta có: 

 POPOOOPO
re

e

re

e 





 11







 

Từ đây ta tìm được (định chiều dương từ O1 đến O): 

r

e

OP

OP






1

    (2-67) 

b.   Trường hợp chuyển động quay theo và chuyển động quay tương đối quay ngược 

chiều: nhau Ví dụ 0e , 0r , re   . 

Áp dụng công thức (2-66) ta tính được (hình 2-49): 

0 rerea   

Vậy chuyển động tuyệt đối có chiều 

quay dương, tức cùng chiều với chuyển động 

thành phần có vận tốc góc lớn nhất về giá trị. 

Tâm vận tốc tức thời trong trường hợp 

này được xác định như sau: 

OOOO
v

PO
re

e

a

11
0 









 

Vậy P nằm ngoài đoạn O1O và nằm 

gần trục quay O1 hơn trục quay O, tức nằm 

gần trục quay thành phần có vận tốc góc lớn nhất về giá trị. Như vậy ta có: 

 OPPOOOOP
re

e

re

e 





 11







 

vo

O
O1

P

e

r

Hình 2-48 

vo

O
O1

P

e r

Hình 2-49 
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Từ đây ta tìm được: 

r

e

OP

OP






1

   (2-68) 

Các công thức (2-67), (2-68) có thể viết trong cùng một công thức như sau: 

r

e

OP

OP






1

  (2-69) 

Vậy ta có định lí 2-12. 

Định lí 2-12: Tổng hợp hai chuyển động quay quanh hai trục song song của vật rắn, 

ta được một chuyển động quay có trục quay song song với các trục quay của hai chuyển 

động quay thành phần, đi qua điểm P là điểm chia đoạn vuông góc giữa hai trục quay theo 

tỉ số (2-69) với vận tốc góc tính được theo công thức (2-66). 

Chú ý: Khi re    thì 0a  tức vật chuyển động tịnh tiến. 

Ví dụ 2-6:  Cho cơ cấu bốn khâu OABO1. Tay quay OA quay với vận tốc góc 1. 

Tính vận tốc góc của cần lắc O1B đối với tay quay OA, từ đó thiết lập tỉ số truyền động 

giữa hai khâu, hai khâu OA và O1B được gọi là hai khâu nối giá vì chúng đều nối với giá 

(hình 2-50). 

Giải 

Vận tốc góc của cần lắc O1B đối với tay quay quay OA la vận tốc góc tương đối của 

nó khi chọn tay quay OA làm hệ động. Chuyển động của khâu O1B đối với tay quay OA là 

chuyển động song phẳng có tâm vận tốc tức thời P31. Chú ý rằng tâm vận tốc thời của khâu 

1 đối với khâu 3 là P13P31. 

Tâm vận tốc tức thời của khâu 2 (AB) đối với khâu 4 (OO1) là P24, còn tâm vận tốc 

tức thời của khâu 4 đối với khâu 2 là P42P24. 

Có thể sử dụng các kết quả khảo sát về tổng hợp hai chuyển động quay của vật rắn 

quanh hai trục song song cho bài toán trên. 

Gọi vận tốc góc của khâu 1 (OA) và khâu 3 (O1B) đối với giá 4 (OO1) là 1  và 3  

tương ứng. 

Chọn khâu 1 (OA) làm hệ động.  

-   Chuyển động tương đối của khâu 3 

(O1B) là chuyển động quay quanh trục P31 

(trục quay tương đối). 

-    Chuyển động theo là chuyển động 

của khâu 1 (OA) quay quanh trục O (trục quay 

O (trục quay theo). 

-    Chuyển động tuyệt đối của khâu 3 

(O1B) là chuyển động quay quanh trục O1 

(trục quay tuyệt đối). 

Vậy:  

1 e  ; 
 

3

3
 a  ;  

   
33

33
  ear  

Trong trường hợp này trục quay tuyệt đối (tức O1) nằm ngoài đoạn thẳng nối trục 

quay tương đối  (PB) và trục quay theo nên ta sử dụng công thức (2-69) trong đó P (trục 

P24=P42

A

O

B

O1
1

2
3

4

P31=P13

Hình 2-50 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 2: Động học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 51 

quay tuyệt đối), O1 (trục quay theo), O ( trục quay tương đối) được thay tương ứng bằng 

O1, O và P13. 

Vậy ta có : 

 

Sau một vài phép biến đổi ta nhận được: 

  (a) 

Đại lượng i13 được gọi là tỉ số truyền giữa khâu 1 và khâu 3. 

Công thức 3 cho ta định lí 2-13 

Định lí 2-13: (Định lí Vilit) Trong cơ cấu bốn khâu, đường truyền (tức đường AB) 

chia đường tâm (tức đường O1O) thành hai đoạn tỉ lệ nghịch với vận tốc góc của hai khâu 

giá. 

2.5. Động học cơ cấu. 

2.5.1.    Một số khái niệm. 

Cơ cấu là tập hợp các vật có chuyển động xác định, dùng để truyền động hoặc biến 

đổi chuyển động. Mỗi vật trong cơ cấu được gọi là khâu. Các khâu được nối với nhau bằng 

các khớp. Khi miền tiếp xúc giữa các khâu là một mặt thì khớp được gọi là khớp sơ cấp, 

còn khi miền tiếp xúc là một đường hay một điểm thì khớp được gọi là khớp cao cấp. Khâu 

cố định được gọi là giá. Khâu nối giá có chuyển động cho trước được gọi là khâu dẫn, còn 

các khâu nối giá khác được gọi là khâu bị dẫn. 

2.5.2.   Cơ cấu khâu bản lề phẳng. 

2.5.2.1.    Định nghĩa. 

Cơ cấu khâu bản lề phẳng là một cơ cấu phẳng gồm bốn khâu nối với nhau bằng các 

khớp quay. Khâu 4 gọi là giá, các khâu 1 và 3 nối giá được gọi là tay quay (nếu nó quay 

được toàn vòng) hay cần lắc (nếu nó không quay 

được toàn vòng) (hình 2-51). 

Để xác định vị trí của cơ cấu bốn khâu chỉ 

cần một thông số định vị (góc định vị của khâu 1 

hoặc khâu 3). Cơ cấu khâu bản lề phẳng có một 

bậc tự do. 

2.5.2.2.    Tỉ số truyền. 

Kí hiệu i13. 

3

1
13




i  

Theo định lí Vilit (Định lí 2-13) ta có: 

AP

DP
i

13

13

3

1
13 




 

Nhận xét: 

-   Tỉ số truyền i13 là một đại lượng biến thiên, nó 

phụ thuộc vào góc định vị khâu dẫn: i13=i13(1). Nói 

13

1

1

131








OO

PO

13

3

1

13

113 i
OP

OP






2
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khác đi nếu khâu dẫn quay đều thì khâu bị dẫn quay không đều. 

-    Khi P13 là điểm chia ngoài của đoạn AD thì i13>0, hai khâu dẫn và bị dẫn quay 

cùng chiều. Khi P13 là điểm chia trong của đoạn AD thì i13<0, hai khâu dẫn và bị dẫn quay 

ngược chiều. 

-   Tại thời điểm khi tay quay và thanh truyền duỗi thẳng hoặc gập vào nhau (P13A) 

thì i13= nên =0, tức tại thời điểm này thanh lắc đổi chiều quay. Lúc đó vị trí DC’ và 

DC ’’ được gọi là vị trí biên của cần lắc (hình 2-52). 

2.5.2.3.    Điều kiện quay toàn vòng. 

Điểm B thuộc khâu 1 (B1) chuyển động trên vòng 

tròn tâm A bán kính l1. Điểm B thuộc khâu 2 (B2) sẽ 

chuyển động trong miền được giới hạn bởi hai đường tròn 

đồng tâm D, có các bán kính bằng (l2+l3) và 23 ll  . Để 

khâu 1 quay được toàn vòng thì tại mọi thời điểm các 

điểm B1 và B2 phair trùng nhau (B1B2), tức là đường tròn 

tâm A, bán kính l1 nằm trong miền giới hạn bởi hai đường 

tròn đồng tâm D, có các bán kính tương ứng bằng (l2+l3) 

và 23 ll  . 

Như vậy các điều kiện quay toàn vòng sẽ là: 

l1+ l4< l2+ l3 

2341 llll   

Quy tắc Graxnop: 

-  Nếu tổng chiều dài của khâu ngắn nhất và khâu dài nhất nhỏ hơn hoặc bằng tổng 

chiều dài hai khâu còn lại thì:  

+   Khi giá kề với khâu ngắn nhất thì khâu ngắn nhất là tay quay, còn khâu đối diện 

là cần lắc. 

+  Khi giá là khâu ngắn nhất thì cả hai khâu nối giá đều là tay quay. 

+  Khi giá đối diện với khâu ngắn nhất thì cơ cấu có hai thanh lắc. 

-  Nếu tổng chiều dài của khâu ngắn nhất và khâu dài nhất lớn hơn tổng chiều dài của 

hai khâu còn lại thì khâu nào làm giá cơ cấu cũng có hai cần lắc. 

2.5.3.    Các biến thể của của cơ cấu bốn khâu. 

2.5.3.1.    Cơ cấu tay quay – con trượt. 

Xét cơ cấu bốn khâu bản lề phẳng với tay quay 1 và thanh lắc 3. Giả sử l3 thì quỹ 

đạo điểm C biến thành đường thẳng và chuyển động lắc của khâu 3 biến thành chuyển 

động tịnh tiến qua lại của con trượt C. Cơ cấu này được gọi là cơ cấu tay quay – con trượt 

(hình 2-54). 
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Khi e0 thì ta có cơ cấu tay quay – con trượt lệch tâm (hình 2-55), khi e=0 ta có cơ 

cấu tay quay – con trượt chính tâm (hình 2-56). 

    

Tỉ số truyền: Theo định lí Vilit (định lí 2-13) ta có: 

PA

PD
i 

3

1
13




 

Từ đó:  
PA

v

PA

PD P3

31    

vP3 là vận tốc điểm P3 thuộc khâu 3. Vì khâu 3 chuyển động tịnh tiến nên vP3=vC (vC 

là vận tốc của con trượt C). Chú ý rằng khi cơ cấu bốn khâu bản lề suy biến thành cơ cấu 

tay quay– con trượt thì đường thẳng AD suy biến thành đường thẳng vuông góc với trục 

Ax nằm ngang và do đó đường thẳng AP cũng vuông góc với trục Ax (hình 2-56). 

Vậy tỉ số truyền sẽ bằng: PA
v

i C 
1

13


 

Tỉ số truyền phụ thuộc vào vị trí của điểm P trên đường thẳng đứng qua A, nên dù 

tay quay quay đều thì con trượt C chuyển động tịnh tiến qua lại theo phương ngang không 

đều hoặc ngược lại, khi con trượt chuyển động đều thì tay quay quay không đều. 

Khi tay quay và thanh truyền duỗi thẳng 

hoặc chập nhau thì PB nên PB=0. Từ đó suy 

ra vc=0. Ứng với các vị trí này con trượt C 

dừng lại và đổi chiều chuyển động. Các vị trí 

C’ và C’’ là hai vị trí biên của con trượt C, còn 

đoạn C’C’’ gọi là hành trình của con trượt 

(hình 2-57). 

Điều kiện quay toàn vòng: Điểm B1 trên khâu 1 chạy trên đường tròn tâm A, bán 

kính l1, còn điểm B2 trên khâu 2 chuyển động trong dãy được giới hạn bởi hai đường thẳng 

song song với trục ngang Ax có chiều rộng 2l2. Đối với cơ cấu tay quay– con trượt chính 

tâm thì điều kiện để tay quay AB quay toàn vòng sẽ là: l1<l2 (hình 2-58). Còn đối với cơ 

cấu tay quay– con trượt lệch tâm thì điều kiện quay toàn vòng của tay quay sẽ là (hình 2-

59): l1+e<l2. 
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Ce
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l 2

 

      Hình 2-58      Hình 2-59 

2.5.3.1.    Cơ cấu culit. 

Từ cơ cấu tay quay – con trượt nếu đổi khâu 1 (hoặc khâu 2) làm giá thì ta được cơ 

cấu Culit (hình 2-60).  

Tỉ số truyền: Có thể áp dụng trực tiếp định lí Vilit để tìm tỉ 

số truyền. Muốn vậy ta xem cơ cấu culit như là biến thể của cơ 

cấu bốn khâu bản lề phẳng trong đó khâu 2 biến thành con trượt. 

Tâm vận tốc tức thời của khâu 3 đối với khâu 1 (P31) là giao điểm 

của đường giá AD và đường thẳng vuông góc với DB vẽ qua B. 

Do đó: 
AP

DP
i

31

31

3

1
13 




 

Tỉ số truyền i13 biến thiên theo vị trí của P31 trên đường 

thẳng AD. Khâu 1 dù quay đều thì khâu 3 vẫn quay không đều và 

ngược lại. 

Khi l1=l4 thì AD=AP31 nên P31 là điểm duy nhất ở trên 

đường tròn tâm A bán kính l1 (hình 2-61). Trong trường hợp này 

ta có: 2
3

1
13 




i .  
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3
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     Hình 2-61      Hình 2-62 

Điều kiện quay toàn vòng: Khâu 1 luôn luôn quay được toàn vòng vì B1 chuyển động 

trên đường tròn tâm A bán kính l1, còn B2 (điểm B trên con trượt 2) chuyển động trong 

toàn mặt phẳng chứa mọi vị trí của B1. 
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Đối với khâu 3 điểm B3 thuộc khâu 3 đi qua D. Để 

cho culit BD quay toàn vòng thì mọi đường thẳng DB3 

phải cắt đường tròn B1 (hình 2-62), tức là:  l1l4 

Nếu l1<l4 thì culit không quay toàn vòng được (hình 

2-63), nó có hai vị trí tiếp với đường tròn B1 tại hai điểm 

B’ và B’’. Góc = B’D B’’ được gọi là góc hành trình 

của culit (hình 2-63). 

 

 

CÂU HỎI ÔN TẬP 

1. Khảo sát chuyển động của điểm bằng phương pháp véc tơ, phương pháp tọa độ 

Đề cac? 

2.  Khảo sát chuyển động thẳng đều và biến đổi đều? 

3.  Khảo sát chuyển động tròn đều và biến đổi đều? 

4.  Định nghĩa về chuyển động tịnh tiến của vật? Tính chất của chuyển động tịnh 

tiến của vật? 

5.   Định nghĩa về chuyển động quay của vật quanh một trục cố định?  

6.   Công thức tính vận tốc góc và gia tốc góc của một điểm thuộc vật cách trục một 

khoảng h? 

7.   Định nghĩa về chuyển động song phẳng của vật rắn, các yếu tố động học của vật 

chuyển động song phẳng: vận tốc góc và gia tốc của cực, vận tốc góc và gia tốc góc 

của hình phẳng quay quanh cực. 

8.  Công thức tính vận tốc một điểm nhờ tâm vận tốc – Các quy tắc tìm vận tốc góc? 

9.  Định lý về hình chiếu vận tốc của hai điểm thuộc vật rắn? 

10.  Công thức liên hệ gia tốc giữa hai điểm? 

11.   Định nghĩa chuyển động tuyệt đối, tương đối, chuyển động theo? Cho ví dụ? 

12.   Bài toán hợp vận tốc trong tổng hợp chuyển động điểm? 

13.   Bài toán tổng hợp hai chuyển động quay quanh hai trục song song? 
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Chương 3 

ĐỘNG LỰC HỌC 

Động lực học là một phần của cơ học nghiên cứu các quy luật chuyển động của các 

vật thể dưới tác dụng của các lực. Lý thuyết động lực học được xây dựng trên những định 

luật cơ bản động lực học. Chúng là kết quả các thí nghiệm và quan sát, đã được kiểm 

nghiệm qua thực tiễn. 

3.1.    CÁC ĐỊNH LUẬT CƠ BẢN. 

3.1.1.    Các khái niệm. 

3.1.1.1.    Các mô hình của vật thể. 

a.     Chất điểm là một điểm hình học có mang khối lượng. Chất điểm là mô hình của 

vật thể mà kích thước của nó có thể bỏ qua được do quá nhỏ so với các vật thể khác hoặc 

không đóng vai trò quan trọng trong chuyển động được khảo sát. Ví dụ, khi xác định tầm 

xa của viên đạn hoặc khi khảo sát chuyển động các vật tịnh tiến có thể xem chúng là những 

chất điểm. Có chất điểm tự do và chất điểm điểm không tự do. 

Chất điểm tự do là chất điểm mà tại thời điểm khảo sát các di chuyển (vô cùng bé) 

của nó từ vị trí đang xét theo bất kỳ phương nào cũng không bị cãn trở. 

Chất điểm không tự do (còn gọi là chất điểm chịu liên kết) là chất điểm mà tại thời 

điểm khảo sát các di chuyển (vô cùng bé) của nó từ vị trí đang xét bị cãn trở dù chỉ theo 

một phương nào đó. Các điều kiện ràng buộc về vị trí và vận tốc đặt lên chuyển động của 

điểm được gọi là các liên kết. Ví dụ, đối với con lắc toán học (hình 3-1) điều kiện ràng 

buộc là điểm M chỉ có thể chuyển động trên biên hoặc bên trong mặt tròn có bán kính l (độ 

dài của con lắc toán học). Phương trình liên kết sẽ là: 

x2+y2-l20     (3-1) 

Chất điểm không tự do có thể thay thế bằng chất điểm tự do (định luật thay thế liên 

kết- chương 1) do giải phóng liên kết và đặt thêm những phản lực liên kết. 

b.    Cơ hệ là một tập hợp hữu hạn hoặc vô hạn các chất điểm, trong đó chuyển động 

của một chất điểm bất kì phụ thuộc vào chuyển động của các chất 

điểm còn lại, tức là chuyển động của các chất điểm phụ thuộc vào 

nhau. Nói khác đi, giữa các chất điểm phụ thuộc lẫn nhau. Nói khác 

đi giữa các chất điểm của cơ hệ tồn tại các tương tác cơ học. Tùy 

thuộc vào bản chất của các tương tác cơ học giữa các chất điểm, cơ 

hệ được phân thành cơ hệ tự do và không tự do. 

Cơ hệ tự do gồm các chất điểm tự do. Cơ hệ không tự do là 

một tập hợp các chất điểm trong đó có ít nhất một chất điểm không 

tự do. Cơ cấu máy là một cơ hệ không tự do. Vật rắn tuyệt đối cũng là một cơ hệ không tự 

do. 

Cơ hệ không tự do có thể được khảo sát như cơ hệ tự do nhờ định luật thay thế liên 

kết hoặc khảo sát nó trong điều kiện bảo toàn các liên kết đặt lên cơ hệ (động lực học cơ hệ 

không tự do). 

3.1.1.2.    Lực. 

Khái niệm lực đã được định nghĩa trong phần tĩnh học. Trong tĩnh học chỉ đề cập đến 

các lực hằng. Trong động lực học, lực nói chung là các đại lượng biến đổi (cả về độ lớn và 

hướng) hàm theo thời gian, vị trí và vận tốc: 

),,( vrtFF


     (3-2) 

O M'

M
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3.1.1.3.    Các đặc trưng của lực tác dụng. 

a.     Xung lượng của lực, gọi tắt là xung lực, là đại lượng dùng để đánh giá tác dụng 

của lực theo thời gian: 

Xung lực nguyên tố, kí hiệu Sd


: 

dtFSd


      (3-3) 

Xung lực hữu hạn, kí hiệu S


: 


2

1

t

t

dtFS


      (3-4) 

Xung lực của hệ lực  NFFF


,...,, 21 : 

  
 











N

k

t

t

N

k

k

t

t

k dtFdtFS
1 1

2

1

2

1


      (3-5) 

Đơn vị của xung lực được đo bằng Niuton giây, kí hiệu (N.s). 

b.    Công và công suất của lực. 

-   Công của lực là đại lượng dùng để đánh giá tác dụng 

của lực trong di chuyển. 

Công nguyên tố, kí hiệu dA, của lực F


 trong di chuyển 

vô cùng bé là một đại lượng vô hướng: 

dxFdxFdxFrdFdA zyx 


   (3-6) 

Trong đó r


 là véc-tơ định vị của điểm đặt của lực; 

rd


 biểu diễn lượng di chuyển vô cùng bé của điểm đặt 

của lực;  Fx, Fy, Fz là hình chiếu của lực trên ba trục tọa độ 

vuông góc; dx, dy, dz là ba thành phần của véc-tơ di chuyển 

vô cùng bé rd


 trên ba trục tọa độ (hình 3-2). 

Biểu thức công nguyên tố cũng có thể được viết trong 

dạng sau: 

  dsFsdFdtzFyFxFdtvFdA tzyx cos 


    (3-7) 

Trong đó, tF  là hình chiếu của lực lên phương tiếp tuyến của quỹ đạo điểm đặt;  là 

góc giữa lực và phương tiếp tuyến quỹ đạo. 

Công hữu hạn của lực là công do lực sinh ra khi điểm đặt của lực di chuyển một đoạn 

(hữu hạn), kí hiệu A. 

 
MMMM

zyx

MM OOO

dsFdzFdyFdxFrdFA



cos     (3-8) 

Đơn vị công của lực là Niu tơn mét, kí hiệu (Nm), còn gọi là Jun (J). 

-    Công suất của lực là công của lực sinh ra trong một đơn vị thời gian, kí hiệu W. 

ttzyx vFzFyFxFvF
dt

dA
W  


     (3-9) 

Trong đó tF , tv  lần lượt là hình chiếu của lực và vận tốc của điểm đặt lực lên 

phương tiếp tuyến quỹ đạo (cùng phương vận tốc). 

y

Z

x

x

y

Z


M

M0

F

r

v
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Đơn vị của công suất là Niu tơn mét/giây, kí hiệu Nm/s, nó còn được gọi là Watt (W) 

và các bội số của nó như kilowatt (kW), … 

3.1.1.4.    Hệ quy chiếu quán tính. 

Trong động lực học chuyển động được khảo sát đối với hệ quy chiếu quán tính là hệ 

quy chiếu mà trong đó định luật quán tính của Niu tơn được nghiệm đúng. Trong kĩ thuật 

hệ quy chiếu gắn liền với Trái Đất được xem là hệ quy chiếu quán tính (hệ quy chiếu gần 

đúng). 

3.1.2.    Các định luật cơ bản của động lực học. 

Định luật 1 (Định luật quán tính): Chất điểm không chịu tác dụng của lực nào thì 

đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều. 

Trạng thái đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều của chất điểm được gọi là trạng 

thái quán tính của nó. 

Như vậy, theo định luật này nếu không có lực tác dụng lên chất điểm (chất điểm như 

vậy được gọi là chất điểm cô lập) thì nó có trạng thái quán tính. 

Định luật 2 (Định luật cơ bản của động lực học): Trong hệ quy chiếu quán tính, 

dưới tác dụng của lực chất điểm chuyển động với gia tốc cùng hướng với lực và có trị số tỉ 

lệ với cường độ của lực (hình 3-3). 

Vậy   amF


      (3-10) 

Trong đó hệ số tỉ lệ m có giá trị không đổi, nó là số 

đo quán tính của chất điểm được gọi là khối lượng chất 

điểm. 

Đẳng thức (3-10) được gọi là định luật cơ bản của 

động lực học. 

Nếu 0F


 thì 0a


 (bao gồm cả trường hợp 0v


) tức chất điểm có trạng thái quán 

tính. 

Khi chất điểm rơi tự do trong trọng trường, ta có: 

P=mg     (3-11) 

Đó là quan hệ giữa khối lượng và trọng lượng chất điểm, trong đó g là gia tốc trọng 

trường, g=9,81 m/s2. 

Để khảo sát bài toán động lực học ngoài hai định luật nêu trên ta còn sử dụng các 

định luật đã nêu trong tĩnh học: định luật tác dụng và phản tác dụng, định luật hợp lực theo 

quy tắc hình bình hành, định luật thay thế liên kết. 

3.1.3.     Phương trình vi phân chuyển động của chất điểm. 

3.1.3.1.    Phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dạng véc tơ: Như 

đã biết trong hệ quy chiếu quán tính phương trình cơ bản của động lực học có dạng (3-10). 

Nếu gọi r


là véc-tơ định vị của chất điểm trong hệ quy chiếu quán tính ta có: 

 rrtFrm 
 ,,       (3-12) 

Phương trình (3-12) được gọi là phương trình vi phân chuyển động của chất điểm 

dạng véc tơ. 

3.1.3.2.    Phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dạng tọa độ đề 

các: Chọn hệ trục tọa độ Đề các vuông góc gắn vào hệ quy chiếu quán tính. Khi chiếu hai 

vế của đẳng thức véc-tơ (3-10) lên các trục tọa độ ta được: 

m

a
F

Hình 3-3 
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 zyxzyxtFxm x
 ,,,,,,  

 zyxzyxtFym y
 ,,,,,,      (3-13) 

 zyxzyxtFmz z
 ,,,,,,  

Đó là phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dạng tọa độ Đề các. 

Khi chất điểm chuyển động trong mặt phẳng hoặc theo đường thẳng thì số phương 

trình giảm xuống còn tương ứng hai hoặc một. 

3.1.3.3.     Phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dạng tọa độ tự nhiên. 

Khi chiếu hai vế của đẳng thức véc-tơ (3-10) lên các trục tọa độ tự nhiên và dựa vào 

kết quả trong phần động học ta nhận được: 



















b

n

t

F

F
v

m

Fsm

0

2





       (3-14) 

Trong đó s, v tương ứng là tọa độ cong và giá trị vận 

tốc của điểm,  là bán kính cong quỹ đạo; Ft, Fn, Fb lần lượt 

là hình chiếu của lực F


 trên các trục tiếp tuyến, pháp tuyến 

chính và trùng pháp tuyến. 

Hệ phương trình (3-14) được gọi là phương trình vi phân chuyển động của điểm 

dạng tọa độ tự nhiên. 

3.1.3.4.     Hai bài toán cơ bản của động lực học chất điểm. 

Bài toán thứ nhất – Bài toán thuận: Cho biết chuyển động của chất điểm, hãy xác 

định lực tác dụng lên chất điểm. 

Trong trường hợp biết chuyển động chất điểm không phải qua gia tốc mà qua luật 

chuyển động hoặc vận tốc của nó thì đầu tiên ta phải tìm gia tốc của chất điểm nhờ các 

công thức đã thiết lập ở phần động học (chương 2), sau đó áp dụng phương trình cơ bản 

của động lực học. 

Ví dụ 3-1:   Kéo một vật nặng có trọng lượng P đi lên nhanh dần với gia tốc a. Hãy 

xác định sức căng của dây cáp (hình 3-5). 

Giải 

Khảo sát vật nặng, nó được xem như là một chất điểm chịu tác 

dụng của trọng lực P


 hướng xuống, lực kéo T


 của dây cáp hướng 

lên. 

Viết phương trình cơ bản của động lực học chất điểm : 

PTa
g

P 
  

Khi chiếu hai vế của đẳng thức trên lên trục thẳng đứng hướng 

lên, ta có: 

PTa
g

P
  

M

n

t
b

O

Hình 3-4 

v
T

a

P
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Suy ra:  









g

a
PT 1  

Khi vật đi lên chậm dần hoặc đi xuống nhanh dần thì gia tốc sẽ hướng xuống và sức 

căng trong dây bằng: 











g

a
PT 1  

Khi vật đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều (trạng thái quán tính) thì 0a


 và sức 

căng dây cáp T=P. 

Bài toán thứ hai – Bài toán ngược: Cho biết lực tác dụng lên chất điểm và các điều 

kiện đầu của chuyển động (vị trí ban đầu và vận tốc ban đầu). Hãy xác định chuyển động 

của chất điểm. 

Như đã biết từ phương trình cơ bản của động lực học chất điểm, gia tốc có thể được 

xác định từ phương trình vi phân chuyển động chất điểm. Do đó để tìm chuyển động của 

chất điểm cần giải tích phân phương trình vi phân chuyển động. Nếu tìm được các tích 

phân, chúng sẽ chứa các hằng số tích phân, thì chỉ biết lớp chuyển động chứ chưa biết dạng 

chuyển động cụ thể. Muốn tìm dạng chuyển động cụ thể cần phải xác định các hằng số tích 

phân nhờ các điều kiện đầu (vị trí ban đầu và vận tốc ban đầu). 

Ví dụ 3-2:   Một quả cầu khối lượng m rơi tự do từ điểm O, không vận tốc ban đầu 

dưới tác dụng của trọng lực, trong môi trường không cản. Tìm quy luật chuyển động của 

quả cầu (hình 3-6). 

Giải 

Xem quả cầu như một chất điểm chuyển động theo phương 

thẳng đứng xuống. Phương trình vi phân chuyển động của quả cầu 

sẽ là: 

gxmgPxm    

Khi tích phân lần lượt ta có: 

1Cgtx   ;  21

2

2

1
CtCgtx   

Sử dụng điều kiện đầu x(0)=0 ;     000  vx  

Ta tìm được:  C1=0, C2=0 

Vậy phương trình chuyển động của quả cầu sẽ là:  2

2

1
gtx   

tức trong môi trường không cản quả cầu rơi nhanh dần đều với gia 

tốc a=g=9,8 m/s2. 

3.2.     ĐỘNG LỰC HỌC CƠ HỆ. 

3.2.1.     Các khái niệm. 

3.2.1.1.     Cơ hệ tự do và cơ hệ chịu liên kết. 

Cơ hệ tự do là một tập hợp các chất điểm mà tương tác cơ học giữa chúng được biểu 

hiện chỉ thuần túy qua lực tác dụng. Về mặt động học đó là một tập hợp các chất điểm tự 

do, là những chất điểm mà di chuyển (vô cùng bé) của chúng từ vị trí đang xét theo bất kì 

phương nào cũng không bị cãn trở, ví dụ: Thái dương hệ là một cơ hệ tự do. 

x 

O 

P 

M(m) 
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Cơ hệ không tự do, còn được gọi là cơ hệ chịu liên kết, là một tập hợp các chất điểm 

mà ngoài tương tác lực, vị trí và vận tốc của chúng còn bị ràng buộc bởi một số điều kiện 

hình học và động học cho trước, được gọi là những liên kết. Cơ cấu máy là một ví dụ về cơ 

hệ chịu liên kết. Vật rắn tuyệt đối cũng là một cơ hệ chịu liên kết. 

Nếu các điều kiện ràng buộc được biểu thị bằng các phương trình chỉ chứa các tọa độ 

các chất điểm thì các liên kết đặt lên cơ hệ được gọi là liên kết hình học, giữ và dừng. 

3.2.1.2.     Di chuyển khả dĩ và số bậc tự do của cơ hệ. 

Di chuyển của khả dĩ. 

Các liên kết đặt lên cơ hệ đã hạn chế một số khả năng di chuyển của cơ hệ. Tập hợp 

các khả năng di chuyển còn lại (các di chuyển vô cùng bé) mà cơ hệ còn khả năng thực 

hiện được gọi là những di chuyển khả dĩ. Ví dụ, xét một viên bi nằm trong ống thẳng có 

đường kính tiết diện bằng đường kính của viên bi. Viên bi chỉ có một khả năng di chuyển 

dọc ống sang phải hoặc sang trái từ vị trí đang xét, các khả năng di chuyển khác đều bị 

tước bỏ, chẳng hạn như khả năng di chuyển theo phương pháp tuyến thành ống. Vậy, di 

chuyển khả dĩ của cơ hệ là một tập hợp các di chuyển vô cùng bé của các điểm thuộc cơ hệ 

từ vị trí đang xét sang một vị trí lân cận phù hợp với các liên kết đang xét. Trong trường 

hợp cơ hệ chịu liên kết hình học, giữ và dừng thì di chuyển thật trùng với một trong tập 

hợp các di chuyển khả dĩ. 

Số bậc tự do của cơ hệ: Các di chuyển khả dĩ của cơ hệ không độc lập đối với nhau. 

Ví dụ: Viên bi đặt trong ống tuy có hai di chuyển khả dĩ (sang phải hoặc sang trái) 

nhưng chỉ có một di chuyển khả dĩ là độc lập (ví dụ, di chuyển khả dĩ sang bên trái) còn di 

chuyển khả dĩ kia được suy ra từ di chuyển khả dĩ đầu bằng cách nhân với hệ số (-1). Nói 

khác đi số di chuyển khả dĩ độc lập của viên bi nằm trong ống bằng 1. 

Số bậc tự do của cơ hệ được kí hiệu là k, là số tối đa các di chuyển khả dĩ độc lập 

tuyến tính của cơ hệ. 

3.2.1.3.     Tọa độ suy rộng cơ hệ. 

Tập hợp các thông số đủ để xác định được vị trí của cơ hệ trong một hệ quy chiếu 

xác định, được gọi là các tọa độ suy rộng của cơ hệ, kí hiệu q1, q2, …., qn. Các tọa độ suy 

rộng có thể là các tọa độ Đề các của chất điểm thuộc cơ hệ, có thể là góc quay của vật rắn, 

… nên thứ nguyên của chúng có thể là độ dài và cũng có thể không là độ dài. 

Vị trí của cơ hệ được xác định nhờ các tọa độ suy rộng, nên các tọa độ Đề các của 

chất điểm của cơ hệ có thể biểu diễn qua các tọa độ suy rộng. 

 

 

 

 mkk

mkk

mkk

mkk

qqqrr

qqqzz

qqqyy

qqqxx





















...

...

...

...

...

21

21

21

21


  (3-15) 

Nếu các tọa độ suy rộng là độc lập ta có tọa độ suy rộng đủ: q1, q2, …, qn. Trường 

hợp ngược lại ta có tọa độ suy rộng thừa: q1, q2,…, qm (m>n) 

Đã chứng minh được rằng đối với cơ hệ chịu liên kết hình học, số tọa độ suy rộng đủ 

bằng số bậc tự do. 

Ví dụ, trong trường hợp vật rắn chuyển động tịnh tiến thì các tọa độ suy rộng đủ, có 

thể chọn là ba tọa độ Đề các của một chất điểm bất kì thuộc vật. Trong trường hợp vật rắn 

quay quanh một trục cố định thì tọa độ suy rộng có thể chọn là góc định vị   của vật quay. 
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Còn trong trường hợp vật rắn chuyển động song phẳng các tọa độ suy rộng có thể chọn là 

các thông số định vị hình phẳng (x0, y0,  ). 

3.2.1.4.      Các đặc trưng hình học khối của vật rắn. 

a.      Khối tâm của cơ hệ và vật rắn. 

-    Khối tâm của cơ hệ:  Xét một cơ hệ gồm N chất điểm Mk(k=1,2,…, N), có khối 

lượng mk, véc-tơ định vị kr


. Điểm hình học C được gọi là khối tâm cơ hệ nếu vị trí của nó 

được xác định theo công thức sau, (hình 3-7a): 

y

Z

x

yC

xC

zC

O

r1

r2 rC

rN

C

M2(m2)

MN(mN)

  

y

Z

x

yC

xC

zC

O

r K

C

MK(m2)

rC

 

Hình 3-7a      Hình 3-7b  








N

k

k

N

k

kk

c

m
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r

1

1




     (3-16) 








N

k

k

N

k
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c

m

mx

x

1

1 ; 








N

k

k

N

k

kk

c

m

my

y

1

1 ; 








N

k

k

N

k

kk

c

m

mz

z

1

1   (3-16’) 

-      Khối tâm của vật rắn: Xét một vật rắn và chia nó thành nhiều phần tử nhỏ Mk 

(số phần tử tiến đến vô hạn), có khối lượng mk, véc-tơ định vị kr


. 

Điểm hình học C mà vị trí của nó được xác định theo công thức: 

















)(

1

1 1

lim

lim

V

N

k

k
N

N

k

kk
N

c dmr
M

m

rm

r





   (3-17) 

Được gọi là khối tâm của vật rắn (hình 3-7b). 

Trong đó 





N

k

k
N

mM
1

lim -  Khối lượng của vật rắn. 

Từ đó ta nhận được các công thức xác định khối tâm của vật rắn: 

 







 


V

N

k

kk
N

c xdm
MM

mx

x
1

lim
1  
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 







 


V

N

k

kk
N

c ydm
MM

my

y
1

lim
1       (3-17’) 

 







 


V

N

k

kk
N

c zdm
MM

mz

z
1

lim
1  

Trong trường hợp vật rắn nằm gần Trái Đất thì khối tâm trùng trọng tâm (là điểm đặt 

của hợp lực của hệ trọng lực do Trái Đất tác dụng lên vật rắn). 

Nếu vật là một khối đồng chất có thể tích V và khối lượng riêng (khối lượng của một 

đơn vị thể tích) là  thì M=V; dm=dV. Do đó ta có: 

 


V

c dVr
V

r
 1

 

 


V

c xdV
V

x
1

;  
 


V

c ydV
V

y
1

;   
 


V

c zdV
V

z
1

  (3-18) 

Đặc biệt đối với một tấm phẳng đồng chất có tiết diện F thì: 

  F

S
xdF

F
x

y

F

c  
1

; 
  F

S
ydF

F
y x

F

c  
1

  (3-19) 

 

F

x ydFS ;  
 

F

y xdFS       (3-20) 

Được gọi là mô men tĩnh của tiết diện F đối với trục x và trục y tương ứng. Các định 

lí về khối tâm (trọng tâm). 

Định lí 3-1: Nếu vật rắn đồng chất có tâm (trục, mặt phẳng) đối xứng thì khối tâm 

(trọng tâm) của nó nằm tại tâm (trục, mặt phẳng) đối xứng. 

Định lí 3-2:  Nếu vật rắn gồm các phần mà khối tâm (trọng tâm) của các phần đó 

nằm trên một đường thẳng (mặt phẳng) thì khối tâm (trọng tâm) của vật cùng nằm trên 

đường thẳng (mặt phẳng) đó. 

Các định lí nàu được chứng minh bằng cách suy trực tiếp từ định nghĩa. 

Áp dụng các định lí trên ta tìm ngay được: 

-    Khối tâm (trọng tâm) của một thanh thẳng đồng chất là 

điểm giữa của thanh. 

-   Khối tâm (trọng tâm) của các hình bình hành, hình chữ 

nhật, hình vuông, khối hộp chữ nhật, khối lập phương đồng chất 

là tâm của chúng. 

-   Khối tâm (trọng tâm) của tam giác đồng chất là giao 

điểm các trung tuyến (hình 3-8).  

-   Khối tâm (trọng tâm) của cung tròn đồng chất AB, có bán kính R và góc tại tâm 

AOB=2 được tính theo công thức (hình 3-9a): 

Q

S

R

C

     Hình 3-8 
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

sinR
xc        (3-21) 

Nếu cung AB là nữa đường tròn (
2


  ), thì khối tâm (trọng tâm) tính theo công 

thức (hình 3-9b): 



R
xc

2
       (3-22) 

-    Khối tâm (trọng tâm) của một quạt tròn đồng chất AOB tâm O, có bán kính R và 

góc tại tâm AOB=2 được tính theo công thức (hình 3-10a) 

3

sin2 R
xc         (3-23) 

Nếu quạt AOB là nửa mặt tròn (
2


  ), thì khối tâm (trọng tâm) tính theo công thức 

(hình 3-10b): 

3

4R
xc          (3-24) 

-     Khối tâm (trọng tâm) của vật ghép (xem định lí 3-3). 

Định lí 3-3:  Nếu tấm phẳng đồng chất được ghép từ m phần, mỗi phần có diện tích 

Fi, mô men tĩnh đối với các trục x và y tương ứng là Sxi, Syi và khối tâm (trọng tâm) C có 

tọa độ: 








m

i

i

m

i

yi

c

F
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x

1

1 ;   








m

i

i

m

i

xi

c

F

S

y

1

1     (3-25) 

Ví dụ 3-3:   Tìm khối tâm (trọng tâm) của tấm tròn đồng chất tâm O, bán kính R, bị 

khuyết mảnh tròn tâm A bán kính r, biết OA=a<R; a+r<R (hình 3-11). 

Giải 

Xem tấm bị khuyết là kết quả của việc ghép tấm tròn nguyên 

có khối tâm (trọng tâm) tại O(0,0) diện tích F1=R2 với măm tròn 

có khối tâm (trọng tâm) A(a,0) diện tích âm F2=-r2. 

Do tấm có trục Ox đối xứng nên khối tâm (trọng tâm) nằm 

trên trục này (yC=0), còn: 

B

A

O
C x

B

A

O
C x

a) b)

Hình 3-10 

B

A

O
C x

2

B

A

O
C x

a) b)

Hình 3-9 

Hình 3-11 

R

O A

a

y

x

r
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22

22

21

2211

21

21 0

rR

arR

FF

yFyF

FF

SySy
xC


















  

Dấu ‘‘-’’ chứng tỏ C nằm bên trái tâm O. 

b.     Mô men quán tính của vật rắn. 

-    Các định nghĩa:  Mô men quán tính của vật rắn đối với trục z, kí hiệu Iz là đại 

lượng vô hướng được xác định theo công thức (3-21) (hình 3-12): 

 
 





N

k V

kk
N

z dmmI
1

22lim       (3-26) 

Trong đó k là khoảng cách của phần tử Mk đối với trục z. 

Mô men quán tính của vật rắn đối với các trục tọa độ. 

Khi đưa vào hệ trục tọa độ Đề các vuông góc Oxyz ta có: 

 
 
 

V

z dmyxI 22  

 
 
 

V

y dmxzI 22      (3-27) 

 
 
 

V

x dmzyI 22  

được gọi là mô men quán tính của vật rắn đối với các trục 

Ox, Oy, Oz tương ứng. 

Mô men quán tính tích: Các đại lượng được gọi là các mô 

men quán tính tích: 
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    (3-28) 

Rõ ràng là: Ixy=Iyx; Iyz=Izy; Izx=Ixz. 

Trục quán tính chính: Trục x được gọi là trục quán tính chính nếu: 

Ixy=Ixz=0     (3-29) 

Tương tự trục y là trục quán tính chính nếu Iyx=Iyz=0, còn trục z là trục quán tính 

chính thì Izx=Izy=0. 

Rõ ràng nếu hai trục đã là trục quán tính chính thì trục thứ ba là trục quán tính chính. 

Trục quán tính chính trung tâm: Trục quán tính chính qua khối tâm được gọi là trục 

quán tính chính trung tâm. 

Mô men quán tính của vật rắn đối với một điểm (hình 3-12): 

 
 




V

N

k

kk
N

O dmrrmI 2
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Hình 3-12 
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Dễ dàng chỉ ra rằng:    
zyxO IIII 

2

1
   (3-30) 

Bán kính quán tính: 

Đại lượng:   
M

I z
qt 
2     (3-31) 

được gọi là bán kính quán tính của vật rắn đối với trục z. 

Đơn vị của mô men quán tính là kg.m2 (kilogam mét bình phương) đơn vị của bán 

kính quán tính là m (mét). 

Trong trường hợp đối với tiết diện phẳng F thì (hình 3-13). 






















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xy

F

y

F

x

xydFI

dFxI

dFyI

2

2

    (3-32) 

Mô men quán tính độc cực đại I0: 

yx

F

IIdFrI  
2

0     (3-33) 

Hệ trục có Ixy=0 gọi là hệ trục chính. 

Hệ trục có   Ixy=0; Sx=Sy=0     (3-34) 

Được gọi là hệ trục quán tính chính trung tâm. 

Tương ứng với các hệ trục đó ta có mô men quán tính chính hoặc mô 

men quán tính chính trung tâm. 

Định lí 3-4: Mô men quán tính của vật rắn đối với trục ∆ bằng tổng 

mô men quán tính của nó đối với trục song song với trục ∆ qua khối tâm C 

của vật và tích của khối lượng vật với bình phương khoảng cách giữa hai 

trục (hình 3-14): 

I∆=I∆C+Md2     (3-35) 

Định lí 3-5: Nếu vật rắn đồng chất có một trục đối xứng thì trục 

đó là trục quán tính trung tâm. 

Định lí 3-6:  Nếu vật rắn đồng chất có mặt phẳng đối xứng thì trục 

thẳng góc với mặt phẳng đối xứng và trục (hình 3-15). 

-     Mô men quán tính của một số vật đồng chất: Thanh đồng chất 

có chiều dài l, khối lượng M (hình 3-16): 

12

2Ml
I C  ;  

3

2Ml
II zx  ; 0yI   (3-36) 

y

xx

y
r

dF

O

Hình 3-13 

C

d

 C'

Hình 3-14 

C

C

C

C

Hình 3-15 
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Z

x

A
C

B

y

C

l

R
Z

x
yO

 

       Hình 3-16          Hình 3-17 

Vành tròn đồng chất có bán kính R, khối lượng M (hình 3-17): 

Ix=MR2; 
2

2MR
II zy      (3-37) 

Mặt tròn đồng chất, bán kính R, khối lượng M (hình 3-18): 

2

2MR
I x  ; 

4

2MR
II zy      (3-38) 

Z

x
y

O

R

   

O

Z

y
 

  Hình 3-18            Hình 3-19 

Tấm chữ nhật đồng chất, có các cạnh 2a và 2b, khối lượng M (hình 3-19). 

12

2Mb
I x  ;  

2

2Ma
I x      (3-39) 

Trụ tròn xoay đồng chất, khối lượng M, bán kính R, chiều cao h: 

Trụ rỗng (hình 3-20) 

2MRI z  ;  









62

2
2 h

R
M

II yx     (3-40a) 

+    Trụ đặc (hình 3-21): 

2

2MR
I z  ; 










34

2
2 h

R
M

II yx     (3-40b) 

Các kết quả nhận được dễ dàng áp dụng cho trường hợp của tiết diện phẳng khi chú ý 

đến (3-32), (3-33) và (3-34). 
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O

Z

x

y

h O

Z

x

y

h

 

     Hình 3-20     Hình 3-21 

3.2.1.5.      Lực suy rộng. 

a.     Biểu thức công của lực trong di chuyển khả dĩ: Công của lực trong di chuyển 

khả dĩ được gọi là công khả dĩ của lực. Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ  kr


 . Theo công thức 

tính công nguyên tố (3-6), biểu thức công khả dĩ của các lực sẽ là: 

    kkzkkykkxkkk zFyFxFrFA 


 

Giả sử các tọa độ suy rộng đủ của cơ hệ là q1, q2, …, qn. 

Từ biểu thức (3-15) ta tính được: 

i

n

i i

k
k q

q

x
x  

 




1

;  i

n

i i

k
k q

q

y
y  

 




1

; i

n

i i

k
k q

q

z
z  

 




1

 

Khi thay các đại lượng này vào biểu thức công khả dĩ ở trên và sắp xếp lại các số 

hạng, ta được: 



 



 




































n

i

ii

i

n

i

N

k i

k
kz

i

k
ky

i

k
kxk

qQ

q
q

z
F

q

y
F

q

x
FA

1

1 1





  (3-42) 

Trong trường hợp lực đặt lên vật rắn chuyển động tịnh tuyến thì: 

cF
rFA


        (3-43) 

C là khối tâm vật rắn. 

Nếu lực đặt vào vật rắn quay quanh trục cố định thì: 

   FmA
F




      (3-44) 

Còn nếu lực đặt vào tấm phẳng chuyển động song phẳng thì: 

  SpF
FmA 


       (3-45) 

Trong đó P là tâm vận tốc tức thời của hình phẳng. 

b.      Lực suy rộng. 






























N

k i

k
kz

i

k
ky

i

k
kxi

q

z
F

q

y
F

q

x
FQ

1

    (3-46) 

được gọi là lực suy rộng ứng với tọa độ suy rộng qi. 

Chú ý rằng lực suy rộng là đại lượng vô hướng. 
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Thứ nguyên của lực suy rộng là:   
 
 q

A
Q      

Từ đó thấy rằng nếu tọa độ suy rộng là độ dài thì lực suy rộng là lực, nếu tọa độ suy 

rộng là góc thì lực suy rộng là ngẫu lực. 

3.2.1.6.      Liên kết lí tưởng. 

Ta xét một lớp các liên kết thường gặp được gọi là liên kết lí tưởng. 

Liên kết được gọi là lí tưởng nếu tổng công của tất cả các lực liên kết trong mọi di 

chuyển khả dĩ của cơ hệ đều bằng không: 

  0kk rR

      (3-47) 

Trong thực tế nếu bỏ qua ma sát và tính đàn hồi của các vật thể thuộc cơ hệ thì đa số 

các liên kết thường gặp đều là các liên kết lí tưởng. 

-    Các vật rắn tự do là cơ hệ chịu liên kết lí tưởng. 

-    Hai vật rắn luôn luôn tựa vào nhau trong quá trình chuyển động và ma sát giữa 

chúng bỏ qua được là cơ hệ chịu liên kết lí tưởng. 

-    Dây mềm không dãn vắt qua ròng rọc hay puli, neus bỏ qua được ma sát trục 

quay và sự trượt tương đối giữa ròng rọc hay puli với dây là cơ hệ chịu liên kết lí tưởng. 

Dễ dàng chỉ ra rằng lực suy rộng của các lực liên kết lí tưởng triệt tiêu, tức là: 







i

k
k

R

i
q

r
RQ


    (3-48) 

3.2.2.      Nguyên lí di chuyển khả dĩ. 

3.2.2.1.      Nguyên lí di chuyển khả dĩ. 

Đối với cơ hệ chịu liên kết hình học, giữ, dừng và lí tưởng, điều kiện cần và đủ để cơ 

hệ cân bằng tại vị trí đang xét là tổng công nguyên tố của các lực hoạt động trong mọi di 

chuyển khả dĩ của cơ hệ từ vị trí đang xét đều triệt tiêu: 

  0kkK rFA

      (3-49) 

Trong đó kF


 là lực hoạt động (hợp lực) tác dụng lên chất điểm Mk thuộc cơ hệ, kr


  

là di chuyển khả dĩ của chất điểm Mk. Phương trình (3-49) còn được gọi là phương trình 

công khả dĩ. 

Chứng minh điều kiện cần: 

Giả sử cơ hệ nằm cân bằng tại vị trí đang xét. Xét một chất điểm Mk thuộc cơ hệ chịu 

tác dụng lực hoạt động kF


 và lực liên kết kR


. Vì cơ hệ cân bằng nên mọi chất điểm phải 

cân bằng, tức là: 

kF


+ kR


=0 

Do đó:     0   kkkkkkk rRrFrRF


  

Do các liên kết của cơ hệ là lí tưởng nên ta có (3-49). 

Vậy   0 kk rF

  

Đó là điều phải chứng minh. 

Chứng minh điều kiện đủ: 
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Giả sử cơ hệ cân bằng và tổng công khả dĩ của các lực hoạt động bằng không. Ta 

chứng minh rằng cơ hệ mãi cân bằng tại vị trí đã cho. 

Thực vậy, giả sử có chất Mk (ít nhất là một) của cơ hệ dưới tác dụng của lực hoạt 

động kF


 và lực liên kết kR


 chuyển động từ vị trí đầu đứng yên. Di chuyển của nó được kí 

hiệu bởi krd


 ( kr


 là véc-tơ định vị của chất điểm Mk) có cùng phương với lực tác dụng lên 

chất điểm Mk là kF


+ kR


 vì chất điểm chuyển động từ trạng thái đứng yên. Do liên kết là 

dừng nên phương của di chuyển thực trùng với một trong các phương của di chuyển khả 

dĩ, nên ta có thể chọn di chuyển khả dĩ trùng với di chuyển thực của nó. Vậy ta có: 

  0 kkkkkkkkk rRrFrRFr

  

Lấy tổng hai vế đối với tất cả các chất điểm thuộc cơ hệ và chú ý đến điều kiện về 

liên kết lí tưởng (3-49) ta nhận được: 

0  kkkkkk rFrRrF

  

Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Vậy không thể (dù chỉ là một) chất điểm nào của 

cơ hệ chuyển động từ vị trí cân bằng đã cho. Đó là điều cần chứng minh. 

3.2.2.2.      Điều kiện cân bằng của cơ hệ trong tọa độ suy rộng đủ. 

Dựa vào biểu thức công khả dĩ (3-42), nguyên lí di chuyển khả dĩ được viết trong 

dạng sau: 

0
1

 


n

i

iikkF qQrFA 


    (3-50) 

 Từ tính chất độc lập của các tọa độ suy rộng đủ nên các qi  cũng độc lập với 

nhau. Vậy đẳng thức (3-51) được thực hiện khi và chỉ khi: 

Qi=0      (3-51) 

Định lí 3-3: Điều kiện cần và đủ để cơ hệ chịu liên kết hình học, giữ, dừng và lí 

tưởng cân bằng tại một vị trí là các lực suy rộng ứng với các tọa độ suy rộng đủ phải đồng 

thời triệt tiêu. 

Chú ý: Nếu dựa vào kí hiệu 
dt

r
v k

k


 
* , gọi là vận tốc khả dĩ thì nguyên lí khả dĩ có 

thể viết trong dạng: 

0*  kkvF


    (3-52) 

Phương trình này được gọi là phương trình công suất khả dĩ. 

Ví dụ 3-4:   Cho cơ cấu tay quay con trượt OAB có OA=r, AB=l. Tay quay OA chịu 

tác dụng ngẫu lực M, con trượt B chịu tác dụng lực nằm ngang F (hình 3-22). 

Tìm quan hệ giữa M và F để cơ cấu cân bằng ở vị trí đang xét. Bỏ qua ma sát ở các 

khớp động và trọng lực. 

Giải 

Khảo sát cơ hệ là hệ cơ cấu tay quay con trượt. Khi bỏ qua ma sát ở các khớp động, 

ta có một cơ hệ chịu liên kết hình học, giữ, dừng, lí tưởng và chịu tác dụng các lực hoạt 

động như ngẫu lực M và lực F. 

),1( ni 

),1( ni 
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Cho cơ cấu một di chuyển khả dĩ ứng với di chuyển 

 của tay quay OA và s của con trượt B, hoặc tương 

tương với vận tốc góc *  của tay quay OA và vận tốc 

khả dĩ *v  của con trượt B. Phương trình công suất khả dĩ 

cho ta: 

0**  FvM  

Từ đó   
*

*



v
FM    

Tỉ số 
*

*



v
 là tỉ số truyền động của cơ cấu tay quay 

con trượt. 

Mà ta lại có  OP
v


*

*


 

Vậy   

 M=FOP=F(OA’+A’P)=F(rsin+rcostg)=Fr(sin+costg) 

Trong đó  






2

2

2

sin1

sin

l

rl

r
tg



  

3.2.3.      Nguyên lí Đalămbe. 

3.2.3.1.      Lực quán tính của chất điểm. 

Khảo sát chất điểm dưới tác dụng của lực F


chuyển động với gia tốc a


 đối với hệ 

quy chiếu quán tính. Ta dựa vào một định nghĩa: 

Lực quán tính của chất điểm, kí hiệu qtF


có cùng phương, ngược chiều với gia tốc 

chất điểm và có giá trị bằng tích của khối lượng với gia tốc của chất điểm: 

amF qt 
      (3-53) 

Cần nhấn mạnh rằng lực quán tính của chất điểm 

không phải là lực tác dụng lên chất điểm. Để làm rõ điều 

này ta xét hai ví dụ sau: 

Giả sử dưới tác dụng của lực F


 xe chạy với gia tốc 

a


, theo định luật 2 của động lực học ( F


=m a


). 

Lực F


 do tay tác dụng lên xe. 

Vậy theo định luật tác dụng và phản tác dụng, xe sẽ tác dụng lên tay 

một lực FF


 , nghĩa là: 

qtFamFF


  

Vậy qtF


 chính là lực F 


 do xe tác dụng lên tay đẩy chứ không phải 

là lực tác dụng lên xe (hình 3-23 ). 

Khảo sát một chất điểm có khối lượng m buộc vào một đầu sợi dây. 

Dây quay đều với vận tốc góc 0. Gia tốc của chất điểm là gia tốc hướng 

tâm. Vậy lực quán tính của chất điểm là lực li tâm. Lực đó không đặt lên 

chất điểm mà chính là lực mà chất điểm tác dụng lên dây và nhờ nó mà 

F'
F

Hình 3-23 

O

A

B
 

A'

P

M

F

Hình 3-22 

3- 

Fqt

M

Hình 3-24 
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dây luôn luôn căng. Lực tác dụng lên chất điểm, ngoài trọng lực, có lực do dây tác dụng 

lên chất điểm (phản lực của dây tác dụng lên chất điểm). Lực này hướng về tâm (lực hướng 

tâm), ngược chiều với lực quán tính (hình 3-24). 

3.2.3.2.      Nguyên lí Đalămbe đối với chất điểm. 

Tại mỗi thời điểm lực tác dụng lên chất điểm và lực quán tính của nó cân bằng nhau: 

F


+ qtF


=0    (3-54) 

Chứng minh: 

Để khẳng định ta chỉ cần viết định luật 2 của Niu tơn cho chất điểm được khảo sát: 

m a


= F


 

Từ đó: 

F


+(-m a


)= F


+ qtF


=0 

Chú thích 

-    Trong nguyên lí chỉ khẳng định sự cân bằng về lực (hai lực cùng đường tác dụng 

ngược chiều và cùng độ lớn) chứ không phải sự cân bằng của chất điểm. 

-    Trong trường hợp của chất điểm không tự do, lực tác dụng lên chất điểm là hợp 

lực của hoạt động và lực liên kết. 

-     Trạng thái cân bằng về lực được thiết lập mọi thời điểm. 

Ví dụ 3-5:   Với quả cầu nhỏ trọng lượng P được treo vào toa xe chuyển động thẳng 

với gia tốc a


. Dây treo quả cầu bị lệch một góc =const so với đường thẳng đứng. Xác 

định gia tốc a


 của toa xe. 

Giải 

Xem quả cầu như một chất điểm  chịu tác dụng của trọng lực và lực T


 do dây căng 

tác dụng lên quả cầu (hình 3-25). 

Lực quán tính của chất điểm do gia tốc của chất điểm (bằng gia tốc của xe), sẽ bằng: 

a
g

P
amF qt 

  

Còn lực thật tác dụng lên chất điểm (quả cầu) là hợp 

lực của trọng lượng P


 và phản lực T


 của dây (hình 3-25). 

Theo nguyên lí Đalambe: 

0 qtFTP


 

Chiếu hai vế của đẳng thức này lên phương  thẳng 

góc với dây, ta có: 

Fqtcos-Psin=0 

Từ đó   0sincos   Pa
g

P
 

Vậy  a=gtg. 

3.2.3.3.      Nguyên lí Đalămbe đối với cơ hệ. 

Khảo sát cơ hệ gồm N chất điểm M1, M2,…, MN, dưới tác dụng của hệ lực 1F


, 

2F


,…, NF


 chuyển động với gia tốc 1a


, 2a


, …, Na


. 

Fqt

T

P

    Hình 3-25 
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Xét chất điểm Mk có khối lượng mk chịu tác dụng của lực kF


 chuyển động với gia 

tốc ka


. Lực quán tính của chất điểm này là:
kk

qt

k amF


 . 

Theo nguyên lí  Đalămbe đối với chất điểm, với mọi chất điểm của cơ hệ, ta có: 

( kF


, qt

kF


)0   

Do đó nguyên lí Đalămbe đối với cơ hệ được phát biểu như sau: 

Tại mỗi thời điểm các lực tác dụng lên các chất điểm của cơ hệ và các lực quán tính 

của các chất điểm thuộc cơ hệ tạo thành một hệ lực cân bằng: 

( 1F


, 2F


,…, NF


, qtF1


, qtF2


, …, qt

NF


)0    (3-55) 

Chú ý: 

-    Các lực kF


 đối với cơ hệ tự do là hợp lực của ngoại lực và nội lực tác dụng lên 

chất điểm Mk, còn đối với cơ hệ không tự do là hợp lực của lực hoạt động và lực liên kết 

tác dụng lên chất điểm Mk. 

-     Khái niệm cân bằng ở đây có tính chất quy ước “hệ lực cân bằng là hệ lực có 

từng đôi một lực trực đối nhau”. 

-      Lực cân bằng (3-55) được thiết lập tại mỗi thời điểm, nên có thể thiết lập điều 

kiện cân bằng của nó đối với hệ trục tọa độ động và được sử dụng rất tiện lợi trong bài toán 

xác định phản lực trục quay. Tuy các lực quán tính (các gia tốc) của các chất điểm cần phải 

tính đối với hệ quy chiếu quán tính. 

Ví dụ 3-6:   Hai vật A và B có trọng lượng P1 và P2 liên kết với nhau bằng một sợi 

dây không dãn trọng lượng không đáng kể. Hai vật chuyển động trên mặt phẳng nằm 

ngang có hệ số ma sát f nhờ tác dụng lực Q vào vật B theo phương ngang (hình 3-26). Xác 

định gia tốc của hai vật và lực căng của sợi dây. 

Giải 

Xét hệ gồm cả hai vật. Các lực ngoài tác dụng lên hệ gồm trọng lượng 
1P


, 
2P


, phản 

lực pháp tuyến 
1N


, 
2N


, lực ma sát trượt 

1F


, 
2F


 và lực kéo Q


. 

Gọi lực quán tính đặt lên vật A và B là qtF1


, qtF2


 ta có: 

1
1

1 a
g

P
F qt 

 ;  2
2

2 a
g

P
F qt 

  

Với  aaa


 21  

Theo nguyên lí Đalambe, ta có: 

( 1P


, 2P


, 1N


, 2N


, 1F


, 2F


, Q


, qtF1


, qtF2


)0 

Các lực này được biểu diễn trên hình 3-26a. Phương trình cân bằng theo phương trục 

Ox nằm ngang viết được: 

02121  FFFFQ qtqt
 

Hay    012
12 


 fPPa

g

PP
Q  

gf
PP

Q
a 















12

 

Hình 3-26 
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Từ kết quả tìm được trên, ta nhận thấy vật chuyển động khi: 















12 PP

Q
f  

Để tính lực căng T của dây ta phải tách một trong hai vật ra để xét chẳng hạn xét vật 

B. Các lực thực sự tác dụng lên vật B là:  (
2P


, 
2N


, 

2F


, Q


, T


), lực quán tính là qtF2


. Các 

lực này được biểu diển trên hình 3-26b. 

Áp dụng nguyên lí Đalambe ta có: 

( P


, N


, 
2F


, Q


, T


, qtF2


)0 

Viết phương trình của hệ cân bằng này lên phương ngang ta có: 

022  qtFFTQ  

022 
g

a
PfPTQ  

Thay giá trị tìm được của a vào phương trình trên tính được: 

21

1

PP

QP
T


  

Kết quả cho thấy lực căng của dây không phụ thuộc lực ma sát. 

3.3.     CÁC ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT CỦA ĐỘNG LỰC HỌC CƠ HỆ. 

3.3.1.     Định lí động lượng và định lí chuyển động khối tâm của cơ hệ. 

3.3.1.1.    Định lí động lượng. 

Gọi '

FR


 là véc-tơ chính của hệ lực  NFFF


,...,, 21  và chú ý đến tính chất triệt tiêu của 

véc-tơ chính của hệ nội lực ta có: 

   e

k

e

kkF FFFR


'  

Gọi '

qtR


 là véc-tơ chính của các lực quán tính: 

    kk
k

kkk

qt

kqt vm
dt

d

dt

vd
mamFR





'  

kkvm


-  tích giữa khối lượng và vận tốc chất điểm Mk được gọi là động lượng chất 

điểm Mk, còn  

 kkvmQ


     (3-56) 

Được gọi là động lượng cơ hệ. 

Vậy  Q
dt

d
Rqt


'  

Gọi R


 là véc-tơ chính của hệ lực (3-55). Ta có: 

0''   Q
dt

d
FRRR e

kqtF


 

Từ đó 
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



N

k

e

kF
dt

Qd

1




     (3-57) 

Và   
 


N

k

N

k

e

k

t

t

e

k SdtFQQ
1 1

0

0


     (3-58) 

ở đó Q


 và 0Q


 là động lượng cơ hệ tương ứng với các thời điểm t và t0, còn 





N

k

t

t

e

k

N

k

e

k dtFS
11

0


   (3-59) 

Là tổng xung lực các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ trong khoảng thời gian (t-t0). Ta có 

định lí 3-4 và 3-5. 

Định lí 3-4: Đạo hàm động lượng của cơ hệ theo thời gian bằng tổng các ngoại lực 

(véc-tơ chính của hệ ngoại lực) tác dụng lên cơ hệ. 

Định lí 3-5: Biến thiên động lượng của cơ hệ trong một khoảng thời gian nào đó 

bằng tổng xung lượng các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ trong khoảng thời gian đó. 

Đối với trục Ox cố định, ta có: 

 e

kx
x F

dt

dQ
     (3-60) 

       e

kx

t

t

e

kxxx SdtFQQ

0

01
    (3-61) 

Trong đó chỉ số x kí hiệu hình chiếu của đại lượng tương ứng trên trục x. 

Chú ý: 

-   Nội lực không ảnh hưởng đến sự biến đổi của động lượng cơ hệ. 

-   Nếu 0 e

kF


 (tức là véc-tơ chính của hệ ngoại lực triệt tiêu) thì động lượng cơ 

hệ được bảo toàn: 

-   Nếu 0 kxF  (tức tổng hình chiếu các ngoại lực trên trục cố định x triệt tiêu) thì 

hình chiếu của động lượng trên trục x được bảo toàn. 

Qx=const    (3-62) 

3.3.1.2.     Định lí chuyển động khối tâm của cơ hệ. 

Dựa vào công thức xác định khối tâm cơ hệ (3-16), ta có: 

  cckk
k

kkk vMrM
dt

d
rm

dt

d

dt

rd
mvmQ





       (3-63) 

Trong đó M và cv


 lần lượt là khối lượng và vận tốc khối tâm của cơ hệ. 

Vậy, động lượng của cơ hệ bằng động lượng khối tâm với giả thiết khối tâm có khối 

lượng bằng khối lượng của cơ hệ. 

Công thức (3-57) có thể viết như sau: 

   e

kcc FaMvM
dt

d
Q

dt

d 
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Định lí 3-5: Khối tâm của cơ hệ chuyển động như một chất điểm có khối lượng bằng 

khối lượng cơ hệ và chịu tác dụng của lực có véc-tơ bằng véc-tơ chính của ngoại lực tác 

dụng lên cơ hệ. 

 e

kc FaM


    (3-64) 

Khi chiếu hai vế của đẳng thức (3-64) lên các trục của hệ trục tọa độ Đề các vuông 

góc ta nhận được: 






















e

kzc

e

kyc

e

kxc

FzM

FyM

FxM







    (3-65) 

Nhận xét 

-   Nội lực không ảnh hưởng đến chuyển động của khối tâm (dù rằng có ảnh hưởng 

đến chuyển động đến chuyển động của từng bộ phận của cơ hệ). 

-    Nếu   0


e

kF  thì 0


ca  tức  hoặc 0


cv . Vậy: 

Nếu véc-tơ chính của các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ luôn luôn bằng không thì khối 

tâm của cơ hệ hoặc đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều. 

-   Nếu 0 e

kxF


thì constxc   hoặc 0cx . Vậy: 

Nếu tổng hình chiếu của các ngoại lực trên một trục cố định nào đó luôn luôn bằng 

không thì hình chiếu của khối tâm trên trục đó hoặc đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều. 

Ví dụ 3-6:   Trục quay của động cơ được mô hình bằng một khối lượng lệch tâm m2 

cách tâm trục quay một khoảng bằng e (OM=e). Giả sử trục động cơ quay đều với vận tốc 

góc . Vỏ mô tơ có khối lượng m2. Hãy xác định: 

1)  Chuyển động ngang của vỏ mô tơ trên nền nhẵn. 

2)  Áp lực thẳng đứng của động cơ trên nền ngang. 

Giải 

Khảo sát chuyển động cơ hệ gồm mô tơ, rôto và khối lượng lệch tâm (hình 3-27). 

Các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ gồm các trọng lực của trục mất cân bằng 
2P


, của vỏ 

động cơ 1P


 và phản lực N


 của nền lên động cơ. Đó là hệ lực song song theo phương thẳng 

đứng. 

Vậy 0 e

kxF  nên xC=const=0 do ban đầu hệ 

đứng yên. 

Theo công thức tính tọa độ khối tâm ta có: 

 
0

cos

21

1211

21

2211 










mm

texmxm

mm

xmxm
xC


 

Từ đó:  t
mm

em
x cos

21

2
1


  

Vậy vỏ động cơ dao động điều hòa với biên độ a và chu kì T: 

constvc 


t

N

P1

m1

P2

O

M(m2)

Hình 3-27 
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e
mm

m
x

21

2
1


 ;  



2
T  

Để tìm phản lực ta viết phương trình vi phân chuyển động của khối tâm theo phương 

thẳng đứng hướng lên Oy. 

  2121 PPNymm C    

Từ đó:      









g

y
PPymmPPN C

C


 1212121  

Theo công thức tính khối tâm, ta có: 

t
mm

em

mm

temm

mm

ymym
yC 


sin

sin0

21

2

21

21

21

2211












  

Vậy: t
mm

em
yC 


sin

21

2

2


  

Từ đó:  
  










 t

mmg

em
PPN 


sin1

21

2

2
21  

Để điều kiện này không được thõa mãn thì động cơ sẽ bật khỏi nền và gây nên va 

đập. 

3.3.2.     Định lí mô men động lượng. 

Gọi 
O

Fm


 và 
O

qtm


 lần lượt là mô men chính đối với một điểm O cố định của các lực tác 

dụng lên cơ hệ và các lực quán tính của các chất điểm thuộc cơ hệ: 

         e

kO

i

kO

e

kOkO

O

F FmFmFmFmm


 

Do mô men chính của hệ nội lực luôn luôn triệt tiêu. Còn mô men của các lực quán 

tính 
O

qtm


 bằng: 

 

 







kkk

kkk

qt

kk

qt

kO

O

qt

vmr
dt

d

amrFrFmm





 

Trong đó: kr


- véc-tơ định vị của chất điểm Mk; kkvm


- động lượng chất điểm Mk; 

kkk vmr


 - mô men động lượng của chất điểm Mk đối với điểm O cố định. 

   kkOkkkO vmmvmrL


    (3-66) 

Chính là tổng mô men các động lượng các chất điểm đối với điểm O, gọi tắt là mô 

men động lượng cơ hệ động cơ điểm O. 

Vậy:   O

O

qt L
dt

d
m


  

Vì mô men chính của hệ lực “cân bằng” (3-55) triệt tiêu nên: 

   0O

e

kO

O

qt

O

F L
dt

d
Fmmm


 

Do đó: 
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  e

kzz FmL
dt

d 
     (3-67) 

Định lí 3-6:   Đạo hàm theo thời gian của mô men động lượng của cơ hệ đối với một 

điểm (một trục) cố định bằng tổng mô men của các ngoại lực đối với cùng điểm (trục) đó. 

Nhận xét: 

-   Nội lực không ảnh hưởng đến sự biến đổi mô men động lượng cơ hệ 

-   Nếu    0e

kO Fm


 thì   hoặc 

   Nếu    0e

kz Fm


 thì constLz   

Vậy, nếu tổng mô men các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ đối với một điểm (một trục) 

cố định luôn luôn bằng không thì mô men động lượng của cơ hệ đối với điểm (trục) đó sẽ 

không đổi. 

-   Phương trình vi phân chuyển động của vật quay quanh 

một trục cố định. 

Xét vật rắn quay quanh một trục cố định. Các ngoại lực tác 

dụng lên vật rắn gồm các lực hoạt động 1F


, 2F


, …, NF


 và các 

phản lực liên kết AR


, BR


. 

Đầu tiên chú ý rằng: 

zz IL       (3-68) 

Trong đó:   là vận tốc gốc của vật; zI - mô men quán tính 

của vật rắn đối với trục quay. 

Thực vậy một phần tử Mk có khối lượng mk nằm cách trục 

quay khoảng cách hk có véc-tơ động lượng kkvm


 nằm trong mặt 

phẳng vuông góc với trục quay có trị số mkhkk (hình 3-28).  

Vậy: 

 

 






 zkkkk

kkzz

Ihmhm

vmmL

22



 

Bây giờ áp dụng công thức (3-67) ta có: 

    kzzzz FmI
dt

d
II

dt

d 



  

Đó là phương trình vi phân chuyển động của vật quay quanh một trục cố định. 

  kzzzz FmI
dt

d
I

dt

d
I





2

2

  
(3-69)

 

Ví dụ 3-6:   Viết phương trình vi phân chuyển động của một con lắc vật lí có khối 

lượng M, mô men quán tính đối với trục quay là I0, khoảng cách từ khối tâm đến trục quay 

bằng a. 

Giải 

Viết phương trình vi phân chuyển động vật quay  (3-69) cho con lắc vật lí ta nhận 

được: 

constLO 




Mk

vk

hk

mkvk

Hình 3-28 
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


sin
2

2

0 Pa
dt

d
I   

Nếu xem góc lắc  khá bé, ta có thể lấy sin. 

Phương trình vi phân chuyển động của con lắc bây giờ có dạng: 

0sin
2

2

0  


Pa
dt

d
I  hoặc 02   k  với 

0

2

I

Pa
k   

Nghiệm của phương trình trên có dạng: =Asin(kt+) 

Trong đó A và  là các hằng số tích phân, được xác định từ điều 

kiện đầu (vị trí ban đầu và vận tốc ban đầu). 

Dao động bé của con lắc vật lí là dao động điều hòa với chu kì T: 

Pa

I

k
T 02

2



  

Từ đó Pa
T

I
2

2

0
4

  

Bằng cách như vậy, ta có một phương pháp đơn giản (phương pháp lắc) để xác định 

mô men quán tính của vật rắn (hình 3-29). 

3.3.3.     Định lí động năng. 

3.3.3.1.     Định lí động năng. 

Gọi WF và Wqt lần lượt là tổng công suất của các lực tác dụng lên cơ hệ và của các 

lực quán tính của các chất điểm thuộc cơ hệ: 

 kkF vFW


; 



 













22

2

1

2

1
kkkk

k
k

kkkkk

qt

kqt

vm
dt

d
vm

dt

d

v
dt

vd
mvamvFW








 

Đại lượng 2

2

1
kkvm  được gọi là động năng của chất điểm Mk, còn: 





N

k

kkvmT
1

2

2

1
    (3-68) 

Được gọi là động năng của cơ hệ. Vậy: 
dt

dT
Wqt   

Vì hệ lực (3-55) cân bằng nên theo (3-53) tổng công suất của tất cả các lực triệt tiêu: 

0 
dt

dT
vFWW kkqtF


 

Vậy:     kkvF
dt

dT 
    (3-69) 

Định lí 3-7:   Đạo hàm theo thời gian động năng của cơ hệ bằng tổng công suất của 

tất cả các lực (nội lực và ngoại lực, hay lực hoạt động và lực liên kết) tác dụng lên cơ hệ. 

C

O



   Hình 3-29 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 3: Động lực học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 80 

Từ (3-69) ta có: 

  kkkkk dArdFdtvFdT


   (3-70) 

Định lí 3-8:   Vi phân động năng cơ hệ bằng tổng công nguyên tố của các lực (nội 

lực và ngoại lực, hay lực hoạt động và lực liên kết) tác dụng lên cơ hệ. 

Khi tích phân hai vế của đẳng thức (3-70) với các cận tương ứng ta được: 

 kATT 0     (3-71) 

Định lí 3-9:   Biến thiên động năng của cơ hệ trong một khoảng thời gian nào đó 

bằng tổng công của các lực (nội lực và ngoại lực, hay lực hoạt động và lực liên kết) sinh ra 

trong chuyển dời ứng với thời gian đó. 

Cần chú ý rằng khác với các định lí về động lượng, chuyển động khối tâm và mô 

men động lượng, nội lực làm biến đổi động năng cơ hệ. Vì lí do đó định lí động năng phản 

ánh sâu sắc bản chất quá trình thay đổi chuyển động của cơ hệ và nhờ nó trạng thái chuyển 

động của cơ hệ được nghiên cứu sâu sắc. 

3.3.3.2.     Áp dụng. 

a.    Biểu thức động năng của vật rắn chuyển động. 

-  Vật rắn chuyển động tịnh tiến: Vật có khối lượng M chuyển động với vận tốc v


 

Trong trường hợp này các phần tử của vật đều có cùng vận tốc v. Do đó: 

  2222

2

1

2

1

2

1

2

1
MvvmvmvmT kkkk      (3-72) 

-    Vật rắn chuyển động quay xung quanh một trục cố định (hình 3-): Xét một phần 

tử Mk của vật rắn có khối lượng mknằm cách trục quay một đoạn hk. Gọi   là vận tốc góc 

của vật thì: vk=hk. 

Do đó:     222222

2

1

2

1

2

1

2

1
 zkkkkkk IhmhmvmT      (3-73) 

Trong đó: Iz là mô men quán tính của vật đối với trục quay. 

-    Vật rắn chuyển động song phẳng: Xét trường hợp một tấm phẳng có khối lượng 

M, vận tốc khối tâm vc và vận tốc góc  (đối với hệ trục tọa độ tịnh tiến cùng với khối 

tâm). Gọi P là tâm vận tốc tức thời của tấm phẳng. Một phần tử Mk có khối lượng mk, cách 

tâm quay tức thời một đoạn hk có vận tốc bằng: vk=hk. 

Vậy:     222222

2

1

2

1

2

1

2

1
 Pkkkkkk IhmhmvmT    

Trong đó: IP là mô men quán tính của tấm phẳng đối với trục quay qua P và thẳng 

góc với mặt phẳng tấm. 

Theo định lí về mô men quán tính đối với các trục song song (định lí 3-4) ta có: 

 

Trong đó: IC là mô men quán tính của tấm đối với trục đi qua khối tâm C và thẳng 

góc với mặt phẳng tấm. 

Do đó: 

  
    22222

2

1

2

1

2

1

2

1
 CCP IPCMMPCIIT 

2MPCII CP 
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Vậy:  22

2

1

2

1
CC IMvT    (3-74) 

b.    Biểu thức tính công của một số lực. 

-   Công của trọng lực: Công của trọng lực P


: zPvPW 

  

Công của trọng lực khi điểm đặt di chuyển từ M1 đến M2: 

 
2

1

2

1

2

1

M

M

M

M

M

M

PdzdtzPWdtA   

A=P(z2-z1)=Ph    (3-75) 

Công của trọng lực sẽ dương khi điểm đặt hạ xuống và âm khi điểm đặt được nâng 

lên và bằng không khi điểm đặt di chuyển trong mặt phẳng ngang. 

Công thức (3-75) còn đúng cho trường hợp của hệ trọng lực ( 1P


, 2P


. …, NP


), trong 

đó 



N

k

kPP
1

, còn h=hC là khoảng cách di chuyển trọng tâm C theo độ cao: 

  Ck hPA      (3-76) 

-   Công của lực đàn hồi tuyến tính rcF


  trong đó r


 là véc-tơ định vị của điểm 

đặt lực, c là hệ số tỉ lệ: 

    
2222

22

2

1

2

1
r

r

r

r

r

r

r

r

rdcrdcrdrcrdFA


















 

Vậy:   2

1

2

2
2

1
rrcA      (3-77) 

Trong trường hợp lò xo ta có:   2

2

1
cA      (3-78) 

Trong đó:  là độ biến dạng của lò xo với trạng thái không biến (trạng thái tự nhiên). 

-   Công của lực tác dụng lên vật rắn chuyển động tịnh tiến: 

Công suất:    CvFvFW


    (3-79) 

Vậy:     CC rdFdtvFWdtA


 (3-80) 

-    Công của lực tác dụng lên một vật quay quanh một trục cố định: Xét trường hợp 

lực F


 nằm trong mặt phẳng thẳng góc với trục quay (hình 3- ). 

Công suất:    .coscos FmFRFvvFW O


  

Vậy:      .FmW O


      (3-81) 

   dtFmWdtA O 


 

  dFmA O


     (3-82) 

Các công thức (3-81), (3-82) còn đúng trong trường hợp lực F


 bất kỳ, trong đó mô 

men của lực F


 đối với điểm O được thay thế bằng mô men của lực F


 đối với trục quay: 
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 FmW z


 ;   

2

1





dFmA z


   (3-83) 

Các công thức (3-81), (3-82) và (3-83) còn đúng cho trường hợp ngẫu lực tác dụng 

lên vật quay, trong đó mô men của lực đối với trục được thay thế bằng mô men của lực F


 

đối với trục quay: 

zmW  ;  
2

1





dmA z   (3-84) 

-    Công của lực đặt lên tấm phẳng chuyển động song phẳng 

Có thể xem tấm phẳng quay quanh tâm vận tốc tức thời, lúc đó áp dụng công thức (3-

81) và (3-82), ta có: 

 FmW p


 ;   

2

1





dFmA p


    (3-85) 

Có thể xem tấm phẳng chuyển động tịnh tiến cùng với khối tâm C và quay quanh 

khối tâm C, lúc đó áp dụng đồng thời các công thức (3-79), (3-80), (3-81) và  (3-82): 

  CCC vFFmW


  ;     CCC rdFdFmA


    (3-86) 

Trong trường hợp tấm phẳng chịu tác dụng của ngẫu lực m nằm trong mặt phẳng 

tấm thì: 

.mW  ;   dmA     (3-87) 

Ví dụ 3-7:   Một rơ mooc chở hàng chuyển động trên đường ngang dưới tác dụng lực 

nằm ngang F


 có giá trị không đổi. Thùng xe và vật liệu có khối lượng M, hai bánh xe mỗi 

bánh có khối lượng m, bán kính R, được xem như các điểm đồng chất. Bỏ qua sức cản lăn 

và sức cản không khí. 

Tính gia tốc của thùng xe và vận tốc của thùng xe theo quảng đường đi từ trạng thái 

đầu đứng yên. 

Giải 

Khảo sát cơ hệ gồm thùng và hai bánh xe. Thùng xe chuyển động tịnh tiến, hai bánh 

xe chuyển động song phẳng (hình 3-30). 

Lực tác dụng lên xe chỉ gồm lực F


 sinh công (trọng lực và phản lực pháp tuyến mặt 

đường tác dụng lên các bánh xe không sinh công vì có phương vuông góc với di chuyển, 

lực ma sát trượt giữa các bánh xe và mặt đường  cũng không sinh công do lăn không trượt 

vì vận tốc các điểm đặt lực bằng không). 

Động năng cơ hệ gồm động năng thùng xe và động năng của hai bánh xe: 











22

1
2

2

1 2
22 mv

IMvT   

Do điều kiện lăn không trượt:  
R

v
  và 

2

2mR
I  , nên   23

2

1
vmMT   

Công suất của lực F


 bằng:   FvvFW 

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Áp dụng định lí động năng dạng đạo hàm (định lí 3-7):  W
dt

dT
  

Ta nhận được:   (M+3m)va=Fv 

Thùng xe chuyển động nên v0. 

Vậy:   const
mM

F
a 




3
 

Tức thùng xe chuyển động nhanh dần đều. 

Sử dụng định lí động năng dạng hữu hạn 

(định lí 3-9) ta có (T0=0): 

  FsvmM  23
2

1
 

Từ đó:  qss
mM

F
v 2

3
2 


  

3.3.4.     Định lí bảo toàn cơ năng. 

3.3.4.1.      Trường lực thế- Thế năng. 

Trường lực là khoảng không gian vật lí mà khi cơ hệ chuyển động trong đó, các chất 

điểm của nó chịu tác dụng của lực chỉ phụ thuộc vào vị trí cơ hệ (tức vị trí các chất điểm 

của cơ hệ) còn công các lực tác dụng lên cơ hệ không phụ thuộc vào dạng quỹ đạo các chất 

điểm mà chỉ phụ thuộc vào vị trí đầu và vị trí cuối của cơ hệ (hình 3-31). 

y

x

z

FN

MN

MN

0M2

0

M2

F2

F1

M1

M1

0

  

y

x

z M1

P1

M2

P2

MN

PN

C

Co

  

  Hình 3-31     Hình 3-32 

Thế năng cơ hệ kí hiệu   là tổng công của tất cả các lực thế tác dụng lên cơ hệ khi 

nó di chuyển từ một vị trí dang xét, kí hiệu “vị trí M” đến một vị trí được chọn làm gốc, kí 

hiệu “vị trí O”. Vậy: 

  
OM

AM      (3-88) 

Trong đó:  OM
A   là tổng công các lực khi cơ hệ di chuyển từ “vị trí M” đến “vị trí 

gốc O”. Từ đó suy ra rằng: 

  0 O ;    
OM

AM 
1

1  

Vì công của lực trong trường lực thế không phụ thuộc vào dạng quỹ đạo điểm đạt 

lực, nên cơ hệ di chuyển từ vị trí M đến vị trí gốc O có công theo mọi đường đều bằng 

công theo con đường qua “vị trí M1”. 

   1
111

MAAAAM
MMOMMMOM

    

v

F
1

ms F
2

ms

N2
O2N1

O1

F

Hình 3-30 
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Vậy 

    
1

1 MM
AMM    (3-89) 

Tức chênh lệch thế năng tại hai vị trí bằng tổng công các lực khi cơ hệ di chuyển từ 

vị trí này đến vị trí kia. 

3.3.4.2.     Định lí bảo toàn cơ năng. 

Giả sử cơ hệ chuyển động từ “vị trí Mo” đến “vị trí M”. 

Theo định lí động năng ta có  
1MMMM OO ATT   

Nhưng dựa vào công thức (3-89) ta có: 

   MMA O

MM O    

Vậy     MMTT O

MM O   

Hay      constMTMT O

MM O     (3-90) 

Đại lượng E=T+, tổng của động năng và thế năng của hệ, được gọi là cơ năng của 

hệ. 

Định lí 3-10:   (Định lí bảo toàn cơ năng):  Khi cơ hệ chuyển động trong trường lực 

thế thì cơ năng của cơ hệ được bảo toàn. 

3.3.4.3.     Biểu thức tính thế năng của một số lực thế. 

-   Thế năng trọng lượng: Chọn mặt đất làm “vị trí gốc” của thế năng. Khi cơ hệ nằm 

tại một vị trí mà trọng tâm C của nó cách mặt đất độ cao hC thì (hình 3-32): 

  ck hP  

-   Thế năng đàn hồi: Khi lò xo bị biến 

dạng so với trạng thái tự nhiên của một lượng 

 thì (hình 3-33): 

2

2

1
c   

Trong đó: c là độ cứng lò xo. 

3.4.     ĐỘNG LỰC HỌC VẬT RẮN.  

3.4.1.    Vật rắn chuyển động tịnh tiến. 

3.4.1.1.    Kết quả thu gọn hệ lực quán tính của vật rắn chuyển động tịnh tiến. 

Khảo sát một vật rắn có khối lượng M chuyển động tịnh tiến với gia tốc a


. Xem vật 

rắn gồm vô số các phần tử Mk, có khối lượng mk, 

đều chuyển động với gia tốc a


. Trong trường hợp 

này có hệ lực quán tính gồm vô số các lực song 

song cùng chiều (ngược chiều với gia tốc a


) (hình 

3- 34). 

Sử dụng phương pháp thu gọn hệ lực, ta thu 

gọn hệ lực quán tính về khối tâm C của vật ta sẽ 

được một lực (tức hệ lực quán tính có hợp lực) 

cùng phương ngược chiều với gia tốc a


. 

aMRqt


    (3-91) 

C

l 0

Hình 3-33 

Mk

a

a

a
Rqt=-Ma

Hình 3-34 
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3.4.1.2.    Phương trình vi phân chuyển động của vật rắn tịnh tiến. 

Giả sử vật rắn chịu tác dụng các lực (
1F


, 
2F


, …, NF


), theo nguyên lí Đalămbe nó 

phải có hợp lực đặt tại khối tâm C của vật rắn và trực đối với hợp lực của hệ lực quán tính: 

00


  CkqtF aMFRR  

  00


  kC

C

qt
Fmm  

Từ đó   kC FaM


 và   0


 kC Fm     (3-92) 

Vậy vật tịnh tiến chuyển động như một chất điểm có khối 

lượng của vật, chịu tác dụng một lực có véc-tơ lực bằng tổng các 

lực tác dụng lên vật. 

3.4.2.    Vật rắn quay quanh một trục cố định. 

Trường hợp tấm phẳng quay quanh một trục cố định vuông 

góc với mặt phẳng của tấm (hình 3- 35). 

3.4.2.1.    Kết quả thu gọn hệ lực quán tính. 

Khi thu gọn hệ lực quán tính về trục quay O của tấm ta được 

lực: 

C

qt

o aMR


     (3-93) 

Và một ngẫu lực: 

o
qt

o Im       (3-94) 

Trong đó: M- khối lượng của tấm phẳng; 

Io- mô men quán tính của tấm phẳng đối với trục quay O;  - gia tốc góc của tấm; 

ca


- gia tốc khối tâm C của tấm. 

- Nếu tấm quay đều quanh trục qua khối tâm (O C, =0, aC=0) thì 0qt

oR


, 0o

qtm . 

Trường hợp này gọ là trục quay cân bằng (hình 3-36). 



=C



R'    =0o

qt

m   =0
qt

c

  

C



R   =-Meo

qt 2



 

=C



m   =I 
qt

c

c

        

C






ac

R
qt

R  =-Meo

qt

o

 

    Hình 3-36                 Hình 3-37                   Hình 3-38         Hình 3-39 

-     Nếu tấm quay đều quanh trục không qua khối tâm C thì: n

C

qt

o aMR


 ; 0c

qtm . 

Hệ số lực quán tính tương đương với một lực hướng tâm (từ C đến trục quay O), có trị số 

eMR o

qt

o

2


, e là khoảng cách từ khối tâm đến trục quay O (hình 3-37). 

-     Nếu tâm quay không đều quanh trục qua khối tâm (O C, 0) thì aC=0 nên hệ 

lực quán tính tương đương với một ngẫu lực c
c

qt Im   (hình 3-38). 

aC
t

aC

aC
n

R o
qt

m o
qt





C

Hình 3-35 
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-     Trong trường hợp tấm quay không đều quanh một trục không qua khối tâm thì 

chứng minh được rằng hệ lực quán tính tương đương với một lực (tức hệ lực quán tính có 

hợp lực) (hình 3-39 ). 

Các trường hợp trên còn đúng cho trường hợp vật quay quanh trục quán tính chính. 

3.4.2.2.    Phương trình vi phân chuyển động và phản lực trục quay. 

Giả sử tấm phẳng chịu tác dụng của các lực phẳng (
1F


, 
2F


, …, NF


). Đó là các lực 

hoạt động. Lực liên kết là phản lực oR


. Theo nguyên lí Đalămbe ta có: 

(
1F


, 
2F


, …, NF


oR


, qtF1


, qtF2


,… qt

NF


)0 

Điều kiện véc-tơ chính và mô men chính đối với trục quay O triệt tiêu cho ta: 

  0Cok aMRF


  

  0 oko IFm


 

Phương trình cuối cho ta phương trình vi phân chuyển động của vật quay: 

  koo FmI


      (3-95) 

Từ đây ta tìm được gia tốc  . Tích phân ta được vận tốc góc  . Do đó tìm được gia 

tốc khối tâm C ( Ca


). 

Phương trình đầu cho ta xác định được phản lực trục quay O: 

 kco FaMR


    (3-96) 

Ví dụ 3-8:  Một trục máy quay đều với vận tốc góc không 

đổi 0 quanh trục nằm ngang được xem như gồm ba đĩa gắn 

chặt vào nhau và cùng quay với trục. Các đĩa có khối lượng lần 

lượt là m1, m2, m3, có các khối tâm là C1, C2, C3 cùng nằm 

trong mặt phẳng với trục quay và cách trục tâm của trục quay 

các đoạn tương ứng e1, e2 và e3. Các kích thước khác cho trên 

hình 3-40. Xác dịnh các phản lực tại các ổ trục A và B tại vị trí 

các khối tâm nằm trong mặt phẳng thẳng đúng cùng với trục 

tâm. 

Giải 

Vì trục quay đều nên hệ lực quán tính của các đĩa có hợp 

lực là những lực li tâm (hình 3-40). Tại thời điểm khảo sát các 

lực này nằm trong mặt phẳng thẳng đứng và có trị số: 

2

0111 emF qt   

2

0222 emF qt   

2

0333 emF qt   

Gọi các phản lực tại các ổ trục A và B tương ứng là AR


 

và BR


. 

Theo nguyên lí Đalambe ta có hệ thức sau: 

(
1P


,
2P


, 3P


,
AR


,

BR


, qtF1


, qtF2


, qtF3


)0 

a

b

c

l

RA RB

A B

F1
qt

F2
qt

F3
qt

P1

P2

P3

Hình 3-40 
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Đây là hệ lực song song theo phương thẳng đứng. 

Các phương trình cân bằng là: 

0321321  qtqtqt

BAy FFFPPPRRF  

0)( 332211  lRcFcPbPbFaPaFFm B

qtqtqt

A


 

Khi thay các trị số của lực quán tính ta được: 

   2

0221133321 )()()()()()(
1

blemalemclemclPblPalP
l

RA   

   2

0221133321

1
bemaemcemcPbPaP

l
RB   

3.4.3.    Vật rắn chuyển động song phẳng. 

3.4.3.1.    Kết quả thu gọn hệ lực quán tính. 

Giả sử tại thời điểm khảo sát tấm phẳng có gia tốc khối tâm 

Ca


. Vận tốc gốc   và gia tốc góc  . Thu gọn hệ lực quán tính về 

khối tâm C ta được một lực: 

C

qt

C aMR


      (3-97) 

Và một ngẫu lực: 

C

C

qt Im      (3-98) 

Trong đó: M là khối lượng tấm phẳng; IC là mô men quán tính của tấm phẳng đối với 

khối tâm C (hình 3-41). 

3.4.3.2.    Phương trình vi phân chuyển động của tấm phẳng: Giả sử hệ lực tác 

dụng lên tấm phẳng ( 1F


, 2F


, …, NF


). 

Theo nguyên lí Đalămbe ta có hệ lực cân bằng sau: 

( 1F


, 2F


, …, NF


, qtF1


, qtF2


,… qt

NF


)0 

Điều kiện véc-tơ chính và mô men chính đối với khối tâm C của hệ lực này triệt tiêu, 

ta có: 

  0Ck aMF


;    0CkC IFm


 

Từ đây ta nhận được: 

 kC FaM


;    kCC FmI


      (3-99) 

Nếu chọn hệ trục tọa độ Đề các Oxyz vuông góc gắn liền với hệ quy chiếu quán tính 

ta có: 






















kzC

kyC

kxC

FzM

FyM

FxM







    (3-100) 

Hai phương trình đầu mô tả chuyển động của khối tâm, còn phương trình cuối cùng 

mô tả chuyển động quay của hình phẳng đối với hệ trục tịnh tiến cùng với khối tâm. 

C ac





R ' c

qt

m qt
c

   Hình 3-41 
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Nếu biết quỹ đạo khối tâm C, có bán kính cong C thì các phương trình (3-99) có thể 

viết: 

 























kCC

kn

C

C

kt

t

C

FmI

F
v

M

FMa






2

    (3-101) 

Trong đó t

Ca  và Fkt - hình chiếu lên phương tiếp tuyến quỹ đạo của gia tốc Ca


 và lực 

kF


 tương ứng; Fkn - hình chiếu của lực kF


lên phương pháp tuyến của quỹ đạo khối tâm; vC 

- vận tốc khối tâm. 

Chú ý:  Phương trình thứ 3 trong (3-100) còn đúng khi thay khối tâm C bằng tâm vận 

tốc     tức thời P của hình phẳng trong điều kiện constCP 


, tức  kpoP FmI


  với điều 

kiện constPC 


. Từ phương trình này dễ dàng nhận ra phương trình (3-95). 

Ví dụ 3-9:  Trục bánh xe bị dẫn của một ô tô chạy trên đường thẳng nằm ngang chịu 

tác dụng của lực nằm ngang F


 và lực thẳng đứng Q


. Bánh xe có trọng lượng P, bán kính 

R và khối tâm trùng với trục quay riêng C. Bán kính quán tính của bánh xe đối với trục 

quay riêng bằng  . Tìm điều kiện để bánh xe lăn không trượt. Cho hệ số ma sát tĩnh bằng 

f và bỏ qua ngẫu lực ma sát lăn. 

Giải 

Khảo sát chuyển động song phẳng của bánh xe trong mặt phẳng thẳng đứng. Các lực 

tác dụng lên bánh xe gồm tải trọng thẳng đứng Q


, lực đẩy 

ngang F


, trọng lượng bánh xe P


, phản lực pháp tuyến N


 của 

mặt đường và lực ma sát trượt msF


 (hình 3-42). 

Viết phương trình vi phân chuyển động cho bánh xe ô tô: 

msC FFx
g

P
  

QPNy
g

P
C   

RFI msC   

Vì điểm C chạy thẳng: yC=R 0 Cy , còn bánh xe lăn không trượt nên tiếp điểm 

của bánh xe và đường là tâm vận tốc tức thời: 

  RxRv CC   

Với  2
g

P
IC   

F
R

Fms 22

2






;   N=P+Q 

Điều kiện bánh xe lăn không trượt là Fms≤fN 

Q

F

P
C

N

Fms

Hình 3-42 
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Vậy   QPfF
R


 22

2




 

Từ đó tìm được điều kiện để bánh xe lăn không trượt là: 

 QPF
R

fF 



2

2




 

3.4.4.  Phương trình vi phân chuyển động cơ hệ và phương trình Lagrange loại 

II. 

Để khảo sát các hệ vật rắn có thể sử dụng phương trình vi phân chuyển động cơ hệ 

dạng phương trình Lagrange loại II. 

Khảo sát cơ hệ chịu liên kết hình học và lí tưởng có n bậc tự do. Vị trí của cơ hệ 

được xác định bằng n tọa độ suy rộng đủ: q1, q2, …, qn. 

Giả sử các lực hoạt động tác dụng lên cơ hệ 1F


, 2F


, …, NF


, và các lực liên kết 1R


, 

2R


, …, NR


. 

Theo nguyên lí Đalămbe ta có: 

( 1F


, 2F


, …, NF


, 1R


, 2R


, …, NR


, qtF1


, qtF2


,… qt

NF


)0  (3-102) 

Vì lực suy rộng của các lực liên kết lí tưởng triệt tiêu, nên điều kiện cân bằng của hệ 

lực (3-102) cho ta: 

0 qt

i

F

i QQ ; i=1,2,…,n      (3-103) 

Có thể chứng minh rằng 


















ii

qt

i
q

T

q

T

dt

d
Q


 

Trong đó T là biểu thức động năng cơ hệ tính qua các tọa độ suy rộng và vận tốc suy 

rộng: 

T=T(q1, q2, …., qn, q1, q2, …., qn) 

Còn F

iQ  là lực suy rộng của các lực hoạt động. 

Phương trình (3-103) cho ta: 

 i

ii

Q
q

T

q

T

dt

d












  ( i=1,n)    (3-104) 

Phương trình (3-104)  gọi là phương trình Lagrange loại II, mô tả chuyển động của 

cơ hệ. 

Nếu các lực hoạt động gồm các lực có thế với hàm thế năng  và các lực hoạt động 

không thế có lực suy rộng tương ứng *

iQ  thì phương trình Lagrange loại II được viết như 

sau: 

*

i

iii

Q
qq

T

q

T

dt

d

















( i=1,n)     (3-105) 

Ví dụ 3-10:   Một máy có sơ đồ gồm hai trục I và II nối với nhau bằng khâu đàn hồi 

có độ cứng chống xoắn là c. Trục I có mô men quán tính đối với trục quay bằng I0, chịu tác 

dụng ngẫu lực có mô men Mđ (mô men động cơ), còn trục II có mô men quán tính đối với 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 3: Động lực học 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 90 

trục quay bằng I, chịu tác dụng ngẫu lực có mô men cản MC. Các khối tâm trục nằm trên 

đường tâm trục. Bỏ qua khối lượng khâu đàn hồi và ma sát (hình 3-43). 

Giải 

Khảo sát cơ hệ gồm hai trục, nối với nhau bằng khâu đàn hồi. Cơ hệ có hai bậc tự do. 

Chọn các tọa độ suy rộng là các góc định vị  của trục I và góc định vị  của trục II:   

q1=; q2=. 

Phương trình Lagrange loại II có dạng: 

*




Q
TT

dt

d

















;    

*




Q
TT

dt

d

















 

Gọi T là động năng của cơ hệ: 

T=T1+T2 

Trong đó T1 và T2 lần lượt là động 

năng trục I và trục II, tính theo động 

năng vật quay: 

2

0

2

0
2

1

2

1
  IIT    (a) 

Thế năng được gây nên đo có góc xoắn tương đối giữa hai trục bằng -: 

Vậy  2)(
2

1
  c

  

 (b) 

 Các lực suy rộng ứng với các lực không thế là Mđ và Mc: 

đMQ *

 ; 

  
cMQ *



  

(c) 

Thay (a), (b), (c) vào phương trình Lagrange loại II ta nhận được phương trình vi 

phân chuyển động của máy là: 

  đMcI  0

   cMcI    

3.5.     ĐỘNG LỰC HỌC MÁY. 

3.5.1.    Các khái niệm. 

3.5.1.1.    Máy. 

Trong sản xuất cần thực hiện các công việc khác nhau. Các công việc này được gọi 

là quá trình công tác. Đó là quá trình công nghệ nhằm biến các nguyên vật liệu thành các 

thành phẩm; quá trình vận chuyển để di chuyển các nguyên vật liệu và bán thành phẩm đến 

địa điểm gia công tiếp theo, các thành phẩm đến nơi tiêu thụ, quá trình biến đổi năng lượng 

từ dạng này sang dạng khác, quá trình thông tin (tư liệu, tài liệu kĩ thuật, bản vẽ …), quá 

trình điều khiển. Các quá trình này được thực hiện nhờ các chuyển động cơ học bằng tay 

hoặc bằng máy. 

Máy là một hệ thống dùng để thực hiện các chuyển động cơ học của quá trình công 

tác. Tùy thuộc đặc thù của quá trình công tác máy được chia thành máy công nghệ, máy 

vận chuyển, máy năng lượng và máy thông tin… 

I II

c

Md Mc

Hình 3-43 
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3.5.1.2.    Thiết bị và dụng cụ. 

Thiết bị và dụng cụ cùng tham gia với máy để 

thực hiện các quá trình công tác nhưng không trực 

tiếp liên hệ với các chuyển động cơ học. Ví dụ: các 

thiết bị để thực hiện các quá trình nhiệt, hóa, biến 

đổi và truyền tín hiệu… 

3.5.1.3.    Sơ đồ cấu trúc máy. 

Máy là một hệ thống phức tạp gồm nhiều 

hệ con như động cơ, cơ cấu truyền động, hệ điều 

khiển… Máy gồm tổ hợp các hệ con được gọi là 

tổ hợp máy. Có máy tổ hợp một động cơ (hình 3-

44) và máy tổ hợp nhiều động cơ (hình 3-45). 

Để máy có thể thích ứng với các quá trình 

công tác khác nhau, hoặc với những biến động 

của chúng do các nguyên nhân khác nhau, người 

ta dùng hệ thống điều khiển hoạt động nhờ các 

tham số điều khiển ui (i=1.2.3….). Máy không 

điều khiển, hoạt động ứng với các giá trị không 

đổi của các tham số điều khiển ui=ui
o=const. Các 

bộ phận chủ yếu của máy là động cơ, hệ cơ nối 

với nhau bằng cơ cấu truyền động, gọi tắt là cơ 

cấu truyền. 

3.5.1.4.    Các bộ phận của mô hình máy hai khối lượng. 

Dưới đây ta khảo sát máy trong mô hình đơn giản nhất là máy hai khối lượng, nó 

gồm các bộ phận sau: 

a.    Động cơ là bộ phận dùng để biến đổi các dạng năng lượng như động cơ điện, 

động cơ nhiệt, động cơ thủy lực, động cơ khí ép. Quá trình biến đổi năng lượng được điều 

khiển nhờ các thông số vào của động cơ u (hình 3-44 và hình 3-45) được gọi là tham số 

điều khiển. Trong động cơ điện tham số điều khiển là thế hiệu (trong các động cơ điện một 

chiều), tần số của thế (trong các động cơ xoay chiều); lưu lượng trong động cơ thủy lực; 

lượng nhiên liệu trong động cơ nhiệt. Thông số ra của động cơ thường là tọa độ khâu ra 

của động cơ: khâu quay hoặc khâu tịnh tiến. Mô hình cơ học của động cơ được xây dựng 

bằng cách thiết lập mối quan hệ giữa các thông số đầu ra: tọa độ q và vận tốc q của đầu ra 

và lực động cơ truyền đi Q, gọi là lực phát động của động cơ (là lực phát động khi đầu ra là 

khâu tịnh tiến và mô men phát động khi đầu ra là khâu quay). Ta chỉ nghiên cứu hai mô 

hình “Động cơ có đặc trưng động học lí tưởng” và “Động cơ có đặc trưng tĩnh”. 

-     Động cơ có đặc trưng động học lí tưởng: Đối với động cơ này quan hệ giữa 

thông số đầu ra và đầu vào của động cơ có dạng: 

 ufq      (3-106) 

Đối với loại động cơ không điều khiển, u=uo=const thì: 

  constqufq oo       (3-107) 

Tức là đầu ra của động cơ chuyển động đều (ví dụ: quay đều ở loại động cơ điện). 

Nếu các tham số điều khiển không thể khống chế chặt chẽ được được ở chế độ không 

đổi uo, tức các tham số bị lệch đi đối với chế độ hằng uo với lượng bé thì ta có thể sử dụng 

quan hệ: 

ÐK
CT

ÐC HC QT
CT

He
ÐK

Hình 3-34 

ÐK

CT

QT

CT

He
ÐK

ÐC

ÐC

ÐC

1

2

m

u1

u2

um

q
1

Q1

q
2

Q2

q
m

Qm

P2

P1

Pn

x1

x2

xm

Hình 3-45 
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    ooo uuu
du

df
ufq     (3-108) 

Phương trình (3-108) được gọi là dạng tuyến tính hóa của phương trình (3-106). 

b.    Hệ cơ (cơ cấu chấp hành): gồm các khâu nối với nhau bằng các khớp với các 

giả thiết sau: 

-   Các khâu thể rắn được xem là tuyệt đối rắn; các khâu mềm (ví dụ: đai truyền, 

xích, dây cáp…) được xem là không dãn, các khâu thể lỏng được xem là không bị nén. 

-   Các khớp được xem là thực hiện chính xác các phương trình liên kết (không khe 

hở), tiếp xúc theo bề mặt của khớp cao cấp không bị biến dạng. Nói khác đi các khớp được 

xem là các liên kết hình học dạng (3-15). 

c.   Cơ cấu truyền: 

Là bộ phận truyền động từ động cơ sang hệ cơ để cơ nhận được vận tốc thích hợp. 

Cơ cấu truyền động gồm các khâu được nối với nhau bằng các khớp. Trong mô hình 

máy hai khối lượng cơ cấu truyền được mô hình bằng một thanh cứng không khối lượng 

hoặc bằng một yếu tố đàn hồi không khối lượng có độ cứng C. Trường hợp đầu, máy được 

gọi là máy cứng (hình 3-46), trường hợp thứ hai, máy được gọi là máy mềm (hình 3-47). 

    

3.5.2.    Động lực học của máy một động cơ. 

Sơ đồ máy như hình 3-36, máy có một bậc tự do. Để khảo sát chuyển động của máy 

ta sử dụng phương trình Lagrange lạo II: 

Q
q

T

q

T

dt

d




















    (3-119) 

Trong đó: T là động năng của máy; q - tọa độ suy rộng của máy có thể được chọn là 

tọa độ khâu ra của động cơ; Q - lực suy rộng của các lực tác dụng lên máy. 

Để đơn giản ta khảo sát trường hợp máy với động cơ có khâu ra là khâu quay. 

3.5.2.1.    Mô men quán tính thu gọn của máy. 

Biểu thức động năng của máy được tính theo công thức động năng cơ hệ: 

   2222

2

1

2

1
kkkkkk zyxmvmT   

Vì máy là cơ hệ có một bậc tự do với tọa độ suy rộng đủ q, nên 

xk= xk(q);  yk= yk(q); zk= zk(q) 

Do đó: 

 qq
dt

dx

dt

dq

dq

dx

dt

dx
x kkk

k
   

Một cách tương tự ta có: 

 qq
dt

dy
y k

k
  ;  qq

dt

dz
z k

k
  

Biểu thức có động năng của máy sẽ là: 

ĐC HC 

Hình 3-47 

ĐC HC 

Hình 3-46 
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     






































 2

222

2

1
qq

dt

dz
q

dt

dy
q

dt

dx
mT kkk

k
  

  2

2

1
qqIT     (3-120) 

Trong đó: 

       








































222

q
dt

dz
q

dt

dy
q

dt

dx
mqI kkk

k  

I(q) được gọi là mô men quán tính của máy thu gọn về trục động cơ, gọi tắt là mô 

men quán tính thu gọn. Đó là hàm của tọa độ khâu ra của động cơ và là hàm tuần hoàn  vì 

sau khi trục động cơ quay được một số vòng thì các khâu của máy lựi trở về vị trí xuất 

phát. Ta giả thiết rằng, chu kì của máy ứng với một vòng quay của động cơ. Để thuận tiện 

ta biểu diễn mô men quán tính thu gọn của máy trong dạng sau: 

I(q)=Io+ I
~

  (3-121) 

Trong đó    constdqqIIo  
2

0
2

1
 (3-122) 

Io được gọi là giá trị trung bình mô men quán tính thu gọn của máy trong một chu kì. 

       





2

0
2

1~
dqqIqIIqIqI o    (3-123) 

 qI
~

 là thành phần biến đổi của mô men quán tính thu gọn của máy. Đó là độ lệch 

của mô men quán tính thu gọn của máy đối với giá trị trung bình của nó. Giá trị trung bình 

trong một chu kì của thành phần biến đổi này bằng không. 

3.5.2.4.    Các chế độ làm việc của máy. 

Quá trình làm việc của máy thường có ba giai đoạn: 

a.    Quá trình mở máy. 

Máy từ trạng thái đứng yên được đưa vào trạng thái làm việc. Quá trình này tương 

ứng với sự thay đổi vận tốc gốc từ =0 đến giá trị =o (nếu chế độ làm việc là quay đều). 

Quá trình này xãy ra trong thời gian rất ngắn. 

b.    Quá trình làm việc. 

Là quá trình máy thực hiện các yêu cầu của quá trình công tác. Quá trình này chiếm 

khoảng thời gian dài nhất trong chu trình làm việc của máy. 

c.    Quá trình tắt máy. 

Máy được đưa từ trạng thái làm việc về trạng thái yên nghĩ. Quá trình này tương ứng 

với sự thay đổi vận tốc góc từ giá trị o (khi máy quay đều trong quá trình làm việc) đến 

giá trị không. Quá trình này cũng xãy ra trong thời gian ngắn. 

Quá trình mở máy và quá trình tắt máy thuộc vào quá trình chuyển tiếp là quá trình 

trong đó các thông số trạng thái thay đổi đáng kể trong khoảng thời gian ngắn. Quá trình 

làm việc trong khoảng thời gian dài các thông số trạng thái hoặc không thay đổi hoặc thay 

đổi ít được gọi là quá trình bình ổn. Đây là quá trình quan trọng nhất trong chu trình làm 

việc của máy. Đặc trưng của quá trình bình ổn của máy sẽ là: 
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+     Các thông số điều khiển nhận các giá trị xác định: 

constuu o

ii   

+    =o hoặc =o+  với consto  
max

     (3-132) 

3.5.3.    Hiệu suất. 

3.5.3.1.     Định nghĩa hiệu suất. 

Trong giai đoạn chuyển động bình ổn của máy, ngoài lực phát động do máy phát ra 

còn có lực cản có ích tiêu hao vào việc thực hiện các yêu cầu của quá trình công tác và lực 

cản vô ích không tránh khỏi như lực ma sát trong các khớp. Gọi công của các lực đó trong 

một chu kì làm việc của máy là công động Ađ công cản có ích i

cA  và công cản vô ích v

cA . 

Theo định lí biến thiên động năng (định lí 3-) ta có: 

T2-T1=Ađ-
i

cA - v

cA      (3-133) 

Trong đó:  T1 và T2 là giá trị động năng của máy ứng với thời điểm đầu và cuối cả 

một chu kì làm việc của máy. 

Vì sau một chu kì làm việc máy trở lại vị trí xuất phát nên T1=T2 tức T2-T1=0. Do đó 

(3-133) cho ta: 

Ađ-
i

cA - v

cA =0 

Vậy   Ađ=
i

cA + v

cA     (3-134) 

Như vậy toàn bộ công động do động cơ cung cấp trong một chu kì tiêu hao một phần 

vào việc thực hiện các yêu cầu của quá trình công tác và một phần để thắng công cản vô 

ích. Phần sau là điều không mong muốn. Do đó, phần công vô ích càng bé càng tốt. Vì lí 

do đó người ta đưa vào một chỉ số đánh giá chất lượng của máy: 

1
v

c

i

c

A

A
       (3-135) 

 gọi là hiệu suất của máy. Hiệu suất càng lớn máy được đánh giá càng tốt. 

Khái niệm hiệu suất được sử dụng trong ý nghĩa rộng rãi. Đó là tỉ số giữa lượng được 

sử dụng có ích và lượng được cung cấp để thực hiện một công việc nào đó.Trong lĩnh vực 

khảo sát một động lực ta có hiệu suất cơ cấu, hiệu suất của một phần tử, hiệu suất của dẫy 

các phần tử máy… 

3.5.3.2.     Hiệu suất của các phần tử tiếp nối. 

Khảo sát dãy các phần tử nối tiếp: công phát ra của các phần tử đứng trước là công 

nhận vào của phần tử đứng tiếp sau (hình 3-48). Cơ cấu bánh răng (hình 3-49) là một ví dụ 

về dãy phần tử nối tiếp. 

 

Hình 3-48 



1 



1 

A

đ 

A

1 



i 

A

2 



n 

A

i 

Ac=An 
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Gọi i là hiệu suất của phần tử thứ i và  là hiệu suất của toàn dãy: 

i

i
i

A

A 1 ; 
đ

c

A

A
  

Trong đó Ađ là công đưa vào phần tử đầu vào Ac là công phát ra của phần tử cuối. 

Dựa vào định nghĩa nêu trên, ta có thể viết: 

1

1

2

3

1

21




n

n

s

s

đđ

c

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A
  


n

i

in

1

321 ......


       (3-136) 

Như vậy, hiệu suất của một dãy phần tử nối tiếp bằng tích hiệu suất của các phần tử 

trong dãy. 

3.5.3.3.     Hiệu suất của các phần tử nối song song. 

Dãy phần tử song song là một dãy gồm các phần tử mà mỗi phần tử đều nhận công từ 

một phần tử gốc không qua bất kì phần tử nào. Gọi i là hiệu suất của phần tử thứ I và  là 

hiệu suất của dãy (hình 3-40, 3-41) 

đi

i
i

A

A
 ; 

đ

c

A

A
  

Vì   
i

ci
điđ

A
AA


;  cic AA   

Nên:  






i

ci

ci

đ

c

A

A

A

A



      (3-137) 

 

 

CÂU HỎI ÔN TẬP 

1.  Các định luật về động lực học. Hai bài toán cơ bản của động lực học? 

2.  

A1
A3

Ad

A2

Hình 3-40 

Ad
An

Hình 3-49 

Ad1 
C1

Adi

Adn



n

C i

Cn

Ad
AC

Hình 3-41 
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Chương 4 

SỨC BỀN VẬT LIỆU 

 

Sức bền vật liệu đưa ra phương pháp tính toán độ bền, độ cứng và độ ổn định của vật 

rắn thực (vật rắn biến dạng) dưới tác dụng của lực 

4.1.    MỞ ĐẦU. 

4.1.1.    Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học. 

Trong ba phần trên ta đã nghiên cứu các quy luật về chuyển động cơ học của các vật 

thể trong không gian theo thời gian. Các vật thể được xây dựng dưới dạng các mô hình: 

chất điểm, cơ hệ và một dạng rất quan trọng đó là vật rắn tuyệt đối. 

Trong ngành chế tạo máy hoặc trong các công trình, các vật liệu như thép, gang, bê 

tông … là các vật rắn thực (hay còn gọi là vật rắn biến dạng). Nghĩa là vật thể sẽ biến 

dạng, bị phá hủy dưới tác dụng của ngoại lực, nhiệt độ. 

Khi thiết kế các bộ phận công trình hoặc các chi tiết máy ta phải bảo đảm: 

-    Chi tiết không bị phá hỏng tức là đủ bền. 

-    Chi tiết không bị biến dạng quá lớn tức là đủ bền. 

-    Chi tiết luôn giữ được hình dạng ban đầu tức là đảm bảo điều kiện ổn định. 

Chương sức bền vật liệu có nhiệm vụ đưa ra các phương pháp tính toán về độ bền, độ 

cứng và độ ổn định của các bộ phận công trình hoặc các chi tiết máy. 

Đối tượng nghiên cứu của môn sức bền vật liệu là các vật rắn biến dạng chủ yếu là 

các thanh. 

4.1.2.    Các khái niệm về thanh. 

-    Thanh là vật thể có kích thước theo hai phương nhỏ so với phương thứ ba. 

-    Tấm và vỏ là những vật thể có kích thước theo phương rất lớn so với phương thứ 

ba. 

-    Khối là vật thể có kích thước theo ba phương cùng tương đương nhau. Thanh là 

đối tượng nghiên cứu của môn sức bền vật liệu theo quan điểm truyền thống. 

4.1.3.    Nội lực- Ứng suất. 

4.1.3.1.    Ngoại  lực. 

Những lực tác động từ môi trường bên ngoài hay từ các vật khác lên vật thể đang xét 

gọi là ngoại lực. Ngoại lực bao gồm tải trọng tác động và phản lực tại các liên kết (hình 4-

1). 

-     Tải trọng tác động gồm: 

+     Lực tập trung: là lực tác dụng trên một 

diện tích truyền lực bé, có thể coi là một điểm trên 

vật (lực P). 

+    Lực phân bố: là lực tác dụng trên một 

đoạn dài hay trên một diện tích truyền lực đáng kể 

của vật. 

-    Phản lực liên kết: là lực phát sinh nơi tiếp 

xúc giữa vật thể đang xét với vật thể khác. 

z

P
q(z)

Hình 4-1 
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4.1.3.2.    Nội  lực. 

Dưới tác động của ngoại lực, vật thể biến dạng, các lực liên kết giữa các phân tố của 

vật tăng lên để chống lại sự biến dạng của vật. Độ tăng của lực liên kết chống lại sự biến 

dạng của vật gọi là nội lực. Nếu tăng dần ngoại lực thì nội lực cũng tăng dần để cân bằng 

với ngoại lực. Tùy từng loại vật liệu, nội lực chỉ tăng đến một giới hạn nhất định. Nếu tăng 

ngoại lực quá lớn, nội lực không đủ sức chống lại, vật sẽ bị phá hỏng. 

Muốn xác định nội lực ta dung phương pháp mặt cắt. Xét vật thể chịu lực ở trạng thái 

cân bằng (hình 4-2). Để tìm nội lực tại một điểm C nào đó ta tưởng tượng dùng một phẳng 

 qua C cắt vật thể ra làm hai phần A và B. Ta xét một phần nào đó, ví dụ phần A (hình 4-

3). Phần A cân bằng dưới tác dụng của các ngoại lực tác động lên nó (P1, P2) và hệ lực 

tương hỗ phân bố trên mặt cắt  tác động từ phần B lên phần A, hệ lực đó chính là nội lực 

trên mặt cắt . Từ đó ta có thể xác định được nội lực qua giá trị của ngoại lực ở phần A. 

A

P2

P1

C A

P 3

Pn



    

A

P2

P1

F

R

 

  Hình 4-2     Hình 4-3 

4.1.3.3.    Ứng suất. 

Cường độ của nội lực tại một điểm nào đó trên mặt  được gọi là ứng suất. Kí hiệu 

P - chử  chỉ pháp tuyến của mặt . Chẳng hạn, đối với điểm C nào đó, ta lấy một diện 

tích ∆F chứa C. Trên ∆F có nội lực phân bố với hợp lực có véc-tơ P


  (hình 4-4). 

Tỉ số giữa P


  với ∆F là một véc-tơ cùng chiều với P


  kí 

hiệu là tbp


: 

F

P
ptb









 

tbp


 được gọi là ứng suất trung bình tại điểm C. 

Nếu cho F tiến đến không thì tbp


 tiến đến một giới hạn. 

Giới hạn đó được gọi là ứng suất toàn phần tại điểm C, kí hiệu p


: 

F

P
p

F 









0
lim  

Thứ nguyên của ứng suất là lực/(chiều dài)2; đơn vị thường 

dung là kN/cm2, MN/cm2. Trong tính toán ta thường phân ứng suất 

toàn phần ra làm hai thành phần (hình 4-4): 

-    Thành phần vuông góc với mặt cắt được gọi là ứng suất 

pháp, kí hiệu . 

-     Thành phần nằm trong mặt cắt gọi là ứng suất tiếp, kí hiệu . 

Như vậy:   22  p  

Những điều vừa phân tích ở trên đối với phần A cũng làm tương tự 

cho phần B. Theo nguyên lí tác dụng và phản tác dụng, ứng suất tại mỗi 

F




C

P

Hình 4-4 

P





C

F

Hình 4-5 

Hình 4-6 

xy>0

y

x
90°


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điểm trên phần B sẽ có cùng trị số, cùng phương nhưng ngược chiều với ứng suất tại điểm 

tương ứng trên phần A (hình 4-5). 

Từ nay về sau ta quy ước về dấu và cách viết các ứng suất như 

sau: 

-    Ứng suất pháp được coi là dương khi véc-tơ biểu diễn có 

chiều cùng với chiều dương của pháp tuyến ngoài mặt cắt. Ứng suất 

pháp kèm theo một số chỉ số chiều của pháp tuyến, ví dụ x. 

-    Ứng suất tiếp được coi là dương khi pháp tuyến ngoài của 

mặt cắt quay một góc 900 theo chiều quay của kim đồng hồ, sẽ trùng 

với chiều của ứng suất tiếp (hình 4-6). 

-    Ứng suất tiếp kèm theo hai chỉ số. Chỉ số thứ nhất chỉ chiều 

pháp tuyến ngoài mặt cắt, chỉ số thứ hai chỉ chiều ứng suất tiếp song 

song, ví dụ xy, xz (hình 4-7). 

4.1.3.4.    Trạng thái ứng suất. 

Nếu qua C xét các mặt cắt khác nhau thì tương ứng với mỗi vị trí của mặt cắt  ta 

được một véc-tơ ứng suất p


 có giá trị khác nhau. Tập hợp mọi véc-tơ ứng suất p


, ứng với 

tất cả các mặt cắt qua C, được gọi là trạng thái ứng suất tại điểm C. 

Người ta chứng minh được rằng, qua một điểm ta luôn tìm được ba mặt cắt vuông 

góc với nhau. Trên ba mặt cắt đó thành phần ứng suất tiếp bằng không. Các mặt đó được 

gọi là các mặt cắt chính. Ứng suất pháp trên mặt cắt đó gọi là ứng suất chính. 

Đối với ba mặt chính đó xãy ra ba trường hợp: 

-  Trạng thái ứng suất đơn: Trên một mặt chính có ứng suất pháp, trên hai mặt chính 

còn lại ứng suất pháp bằng không (hình 4-8). 



     





     







         



 

       Hình 4-8         Hình 4-9                  Hình 4-10               Hình 4-11 

-   Trạng thái ứng suất phẳng: Trên hai mặt chính có ứng suất pháp, trên một mặt 

chính ứng suất pháp bằng không (hình 4-9). 

-   Trạng thái ứng suất khối: Trên ba mặt chính đều có ứng suất pháp (hình 4-10). 

Các ứng suất chính được quy ước 1>2>3 (về giá trị đại số). Trường hợp đặc biệt 

trạng thái ứng suất phẳng ta tìm được hai phẳng vuông góc, trên hai mặt đó chỉ có ứng suất 

tiếp, không có ứng suất pháp (hình 4-11). Ta gọi trạng thái ứng suất đó là trạng thái trượt 

thuần túy. 

4.1.4.    Các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang. 

Giá trị ứng suất tại một điểm, quy luật phân bố ứng suất trên mặt cắt ngang ta chưa 

tính được, nhưng ta có thể xác định được hợp lực của hệ nội lực vì nó phải cân bằng với 

hợp lực của ngoại lực tác dụng lên phần đang xét. Giả sử xét sự cân bằng của phần phải, 

hợp lực của hệ nội lực đặc trưng cho tác dụng của phần trái lên phần phải được biểu diễn 

bằng véc-tơ R


 đặt tại một điểm K nào đó (hình 4-12). Thu gọn hợp lực R


 về trọng tâm O 

của mặt cắt ngang, ta sẽ được lực R


 có véc-tơ lực bằng R


 và một ngẫu lực có mô men M


 

xz

x

xy

y

x

z

Hình 4-7 
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(véc-tơ chính và mô men chính của hệ nội lực). Nói chung, lực R


 và mô men M


 có 

phương chiều bất kì trong không gian. Để thuận lợi ta phân R


 làm ba thành phần trên hệ 

trục tọa độ vuông góc chọn như hình 4-13. 

-    Thành phần nằm trên trục z gọi là lực dọc, kí hiệu Nz. 

-   Thành phần nằm trên các trục x và y trong mặt cắt ngang gọi là lực cắt, kí hiệu Qx 

và Qy. Ngẫu lực M cũng được phân làm ba thành phần: 

-   Thành phần mô men quay xung quanh các trục x và y (tác dụng trong các mặt 

phẳng zOy và zOx vuông góc với mặt cắt ngang) gọi là mô men uốn, kí hiệu là Mx và My. 

-  Thành phần quay xung quanh trục z (tác dụng trong mặt phẳng của mặt cắt ngang) 

gọi là mô men xoắn, kí hiệu Mz (hình 4-13). 

P3

Pn

x

z

y

R
K

R

  

x

z

y

R

Qx

Qy

Nz

Mx

Mz

My

 

           Hình 4-12                   Hình 4-13 

Nz, Qx, Qy, Mx, My và Mz là sáu thành phần nội lực trên mặt cắt ngang. Chúng được 

xác định từ điều kiện cân bằng của phần đang xét dưới dạng các phương trình. 

-     Phương trình hình chiếu: 

0
1




n

i

izz PN ; 0
1




n

i

ixz PQ ;  0
1




n

i

iyy PQ     (4-1) 

Trong đó: 


n

i

ixP
1

; 


n

i

iyP
1

; 


n

i

izP
1

 là tổng hình chiếu của các ngoại lực thuộc phần 

đang xét trên các trục x, y và z tương ứng. 

Phương trình mô men: 

   

 
























0

0;0

1

11

n

i

izz

n

i

iyy

n

i

ixx

PmM

PmMPmM





    (4-2) 

Trong đó   


n

i

ix Pm
1


;  



n

i

iy Pm
1


;  



n

i

iz Pm
1


 là tổng mô men của tất cả các ngoại lực 

thuộc phần đang xét đối với các trục x, y, z tương ứng. 

Cũng như ứng suất, nội lực tại một mặt cắt ngang bất kì trên phần trái sẽ có cùng trị 

số, cùng phương nhưng ngược chiều với nội lực tương ứng cũng tại mặt cắt đó trên phần 

phải. Như vậy, để xác định nội lực tại một mặt cắt ngang bất kì, chúng ta có thể xét phần 

trái hoạc phần phải, tùy theo phần nào đơn giản hơn. 

4.1.5.    Quan hệ giữa ứng suất và các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang. 

Gọi p


 là ứng suất tại một điểm M(x,y) bất kì trên mặt cắt ngang (hình 4-14). Các 

thành phần hình chiếu của p


 là: 
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-    Ứng suất pháp z. 

-    Ứng suất tiếp  được phân làm hai thành phần: zx, zy. 

Lấy một diện tích phân bố dF bao quanh M. Các lực phân tố do các ứng suất gây ra 

là: zdF, zxdF, zydF. Tổng cộng tất cả các tác dụng của các lực phân tố đó trên toàn thể 

mặt cắt, chính là các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang. Từ ý 

nghĩa đó ta có các biểu thức liên hệ giữa ứng suất và các thành 

phần nội lực như sau: 

dFN
F

zz        (4-3) 

ydFM
F

zx        (4-4) 

xdFM
F

zy       (4-5) 

xdFQ
F

zx    (4-6) 

xdFQ
F

zxx       (4-7) 

  
F

zxzyz dFyxM     (4-8) 

Riêng biểu thức liên hệ giữa ứng suất tiếp với mô men 

xoắn khi mặt cắt ngang tròn tại điểm M ta phân ra làm hai thành 

phần: 

-  Một thành phần vuông góc với bán kính, kí hiệu . 

-    Một thành phần hướng theo bán kính, kí hiệu r (hình 4-15). 

Khi đó ta có công thức liên hệ sau:   
F

z dFM    (4-9) 

4.1.6.    Biến dạng. 

4.1.6.1.    Biến dạng dài. 

Xét một đoạn thẳng vi phân dz tại điểm C. Sau khi biến dạng, đoạn 

vi phân dz  này dài ra đoạn dz+dz. Ta gọi dz là độ dãn dài tuyệt đối 

của đoạn dz (hình 4-16). Tỉ số dz/dz gọi là độ dãn dài tỉ đối, kí hiệu z 

có một chỉ số phương xét biến dạng. 

4.1.6.2.    Biến dạng góc (biến dạng trượt). 

Giả sử trong mặt phẳng Oxy, ta lấy hai đoạn thẳng vi phân 

dx và dy vuông góc tại C (hình 4-17). Sau khi biến dạng dx và dy 

trở thành dx’ và dy’. Hình chiếu dx’ và dy’ trên mặt phẳng Oxy 

không vuông góc với nhau nữa mà hợp với nhau một góc bằng 

(/2-xy). Ta gọi xy là biến dạng góc trong mặt phẳng xy tại điểm 

C. Kí hiệu độ biến dạng góc  kèm theo hai chỉ số chỉ mặt phẳng 

xét biến dạng góc. 

4.1.7.    Các giả thuyết cơ bản về vật liệu.  

z

x

y

z

x

y M(x,y)

zx

zy

dF

Hình 4-14 

p

r

M


dF
Mz

 Hình 4-15 

dz

dz+dz

Hình 4-16 

x

y

dy

dxC

C'
A

B

B'

A'

xy

 

Hình 4-17 
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4.1.7.1.     Tính đàn hồi của vật thể. 

Dưới tác dụng của ngoại lực (dù rất nhỏ) hay nhiệt độ … vật thể đều bị biến dạng. 

Biến dạng của vật thể lớn hay bé tùy thuộc theo tính chất và giá trị của ngoại lực, tùy theo 

bản chất và khả năng chịu lực của vật liệu. 

Thí nghiệm chứng tỏ rằng, đối với mỗi loại vật liệu, nếu lực tác dụng chưa vượt quá 

một giới hạn xác định, thì khi bỏ lực, vật thể sẽ trở lại hình dáng và kích thước ban đầu, tức 

là biến dạng bị mất đi. Ta nói vật thể chỉ bị biến dạng đàn hồi, tính chất đó gọi là tính chất 

đàn hồi. Những vật thể nào có tính chất như vậy gọi là vật thể đàn hồi hoàn toàn. 

Nếu lực tác dụng vượt quá một giới hạn xác định nói trên, thì khi bỏ lực, vật thể 

không trở lại hình dáng và kích thước ban đầu nữa. Chúng chỉ phục hồi một phần biến 

dạng ban đầu. Các vật thể này được gọi là vật thể đàn hồi không hoàn toàn (đàn hồi không 

tuyệt đối). 

Phần biến dạng không phục hồi được gọi là biến dạng dư. 

4.1.7.2.    Các giả thuyết cơ bản về vật liệu. 

Giả thuyết 1: Vật liệu có tính chất đồng nhất và đẳng hướng. 

Giả thuyết này cho phép nghiên cứu tính chất cơ học, tính chịu lực của vật thể qua 

một phân tố vô cùng bé tưởng tượng được tách ra khỏi vật thể đó. Và khi tính sức bền, 

chúng ta chỉ xét tại những nơi nguy hiểm nhất. 

Giả thuyết 2: Vật liệu có tính đàn hồi hoàn toàn. 

Theo giả thuyết này môn sức bền vật liệu chủ yếu giải quyết các bài toán khi vật liệu 

làm việc trong miền đàn hồi. Trong miền này, theo định luật Húc (Hook) ta có: biến dạng 

tại mọi điểm của vật thể tỉ lệ bậc nhất với ứng suất tại điểm đó. Biểu thức toán học của 

định luật có dạng sau: 

-    Ở trạng thái ứng suất đơn - kéo dãn theo một trục: 

zz
E


1
     (4-10) 

-    Ở trạng thái trượt thuần túy -chỉ có biến dạng trượt: 

xyxy
G


1
      (4-11) 

Trong đó:  E, G -  các hệ số tỉ lệ, phụ thuộc vào từng loại vật liệu, được xác định 

bằng thực hiện, có thứ nguyên là lực/(chiều dài)2, đơn vị thường dùng (kN/cm2), (MN/m2); 

E- mô đun đàn hồi khi kéo nén; G- mô đun đàn hồi khi trượt. 

4.2.    KÉO NÉN ĐÚNG TÂM. 

4.2.1.    Định nghĩa. 

Một thanh được gọi là chịu kéo hoặc nén đúng tâm khi trên mặt cắt ngang của thanh 

chỉ có một thành phần nội lực là lực dọc. 

4.2.2.    Biểu đồ lực dọc. 

Nội lực trong thanh chịu kéo hoặc 

nén là lực dọc trục Nz vuông góc với 

mặt cắt. 

Biểu đồ lực dọc là đường biểu 

diễn sự biến thiên của lực dọc dọc theo 

trục của thanh. 

Nz>0

Hình 4-18 

Nz<0

Hình 4-19 
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Quy ước dấu: 

-    Lực dọc dương khi thanh chịu kéo (hình 4-18). 

-    Lực dọc âm khi thanh chịu nén (hình 4-19). 

Ví dụ 4-1:   Vẽ biểu đồ lực dọc của một thanh chịu lực như hình vẽ 4-20 

Chia thanh làm 3 đoạn AB, BC, CD. 

Xét đoạn AB có giá trị từ 0< z1≤ a: Z=Nz1-P1=0 suy ra Nz1= P1 =40kN 

Xét đoạn BC có giá trị từ a< z2≤ 3a: Z= Nz2 - P1+P2=0 suy ra Nz2=-40kN 

Xét đoạn CD có giá trị từ 3a< z3≤ 4a: suy ra Nz3 =60kN. 

Biểu đồ lực dọc của thanh được biểu diễn trên hình 4-20 

a 2a a

P3=80kN P2=60kN P1=40kN

ABC

123

D

P1=40kNNZ1

a)

P2 P1NZ2

b)

123

1

2

2

P3 P2 P1

3

3

NZ3

c)

40kN

20kN

60kN

d)

 

Hình 4-20 

4.2.3.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

4.2.3.1.    Quát sát một mẫu thí nghiệm chịu kéo. 

Mẫu là một thanh lăng trụ, trước khi làm thí nghiệm ta kẻ các đường vạch song song 

và vuông góc với trục thanh trên bề mặt thanh (hình 4-21). Những vạch vuông góc với trục 

thanh được xem là vết của mặt cắt ngang. Khi thanh chịu kéo hay nén ta hạn thấy: 

z

       

PP

 

Hình 4-21 

-    Trục thanh vẫn thẳng. 
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-    Những vạch song song với trục thanh vẫn thẳng và song song với trục thanh. 

-   Những vạch vuông góc với trục thanh vẫn thẳng và vuông góc với trục thanh, 

nhưng khoảng cách giữa các vạch đó có sự thay đổi. Khi chịu kéo các vạch cách xa nhau 

ra, khi chịu nén các vạch sít gần nhau lại. 

Từ các nhận xét trên ta thừa nhận hai giả thuyết sau: 

-    Giả thuyết mắt cắt ngang phẳng (giả thuyết Becnuli): Trong quá trình biến dạng, 

mặt cắt ngang của thanh luôn luôn là phẳng và vuông góc với trục thanh. 

-     Giả thuyết về các thớ dọc:  Trong quá trình biến dạng, các thớ dọc không áp lên 

nhau và cũng không đẩy xa nhau. Theo giả thuyết này ta thừa nhận giữa các thớ dọc với 

nhau không phát sinh ứng suất pháp (x=y=0). 

Dựa vào hai giả thuyết trên ta thấy: trên mặt cắt ngang của 

thanh chỉ có thành phần ứng suất pháp z còn thành phần ứng 

suất tiếp bằng không. 

Tách ra một phân tố bởi hai mặt cắt ngang cách nhau một 

đoạn dz và các mặt song song với trục thanh (hình 4-22). Phân tố 

ở trạng thái ứng suất đơn. 

Theo định luật Húc ta có: z=Ez (E: môđun đàn hồi của vật liệu) 

Đơn vị: N/m2; MN/m2. 

Sau khi kéo, trục thanh vẫn thẳng và vuông góc với nhau nên các thớ đều giãn như 

nhau. Có nghĩa là mọi điểm đều có độ biến dạng tỉ đối z như nhau. Vậy ứng suất pháp z 

phân tố trên mặt cắt ngang là đều. 

4.2.3.2.    Biểu thức liên hệ giữa ứng suất pháp và lực dọc. 

Từ công thức (4-3) ta có: 

FdFdFN z

F

z

F

zz     

Hay  
F

N z
z      (4-12) 

Trong đó:  Nz - giá trị lực dọc tại mặt cắt đang xét; F - diện tích mặt cắt ngang. 

4.2.4.    Biến dạng- Tính độ dãn dài của thanh. 

Gọi l là chiều dài ban đầu của thanh, khi chịu kéo thanh dài ra một đoạn l. Ngược 

lại khi chịu nén thanh co lại. Ta gọi l là độ dãn dài tuyệt đối của thanh. Nếu kí hiệu dz là 

độ dãn dài của một đoạn thanh bất kì có chiều dài ban đầu dz vô cùng bé, ta có:  



1

0

dzl . 

Theo định nghĩa 
dz

dz
z


  suy ra 

1

0

dzl z , chú ý đến (4-12) ta nhận được biểu 

thức tính độ dãn dài tuyệt đối của thanh: 



1

0

dz
EF

N
l z      (4-13) 

zz

dzz

Hình 4-22 
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Tích số EF gọi là độ cứng của thanh khi kéo và nén. Nếu hàm dưới dấu tích phân 

không liên tục suốt chiều l mà chỉ liên tục trong từng đoạn thì biểu thức (5-13) được viết 

nhau: 





n

i

l

ii

zi

i

dz
FE

N
l

1 0

     (4-14) 

Trong đó: n là số đoạn, li chiều dài đoạn thứ i. 

Trong trường hợp Nz/EF=const trên suốt chiều dài l hoặc có trị số không đổi trong 

từng đoạn, tương ứng với (4-13) (4-14) ta có công thức tính độ dãn dài tuyệt đối của thanh 

là: 

EF

lN
l z    (4-15) 





n

i ii

izi

FE

lN
l

1

    (4-16) 

Ví dụ 4-2:  Tính độ biến dạng dài tuyệt đối của cột có bậc chịu lực. Biết l1=50cm, 

l2=60cm, l3=20cm, l4=60cm, F1=10cm2, F2=20cm2, E=2.104kN/cm2 (hình 4-23) 

Giải 

Chia thanh làm bốn đoạn AB, BC, CD và DE. Trong mỗi đoạn tỉ số Nz/EF là hằng. 

Áp dụng công thức (4-16) ta có : 

cmx
xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

EF

lN

EF

lN

EF

lN

EF

lN

FE

lN
l

i ii

izi

4

4444

4

44

3

33

2

22

1

11
4

1

105,0
20102

604

20102

203

10102

603

10102

502 





 
 

Cột bị co lại. 

Ta nhận thấy rằng, khi một thanh chịu kéo thì chiều dài của nó bị dãn dài ra, còn bề 

ngang bị co lại. Trái lại khi thanh bị nén thì chiều dài bị co lại còn bền ngang thì phình to 

ra. 

Như vậy khi thanh chịu kéo, nén phương ngang cũng bị biến dạng. Giữa biến dạng 

ngang tỉ đối và biến dạng dọc tỉ đối có liên hệ sau: 

ng=-dọc     (4-17) 

Trong đó  là hệ số biến dạng ngang hay hệ số Poatxong. Nó là hằng số phụ thuộc 

vào từng loại vật liệu và nằm trong giới hạn từ 0 đến 0,5. Dấu ‘‘-’’ trong công thức 4-17 

chứng tỏ rằng ng và dọc ngược dấu nhau. Bảng 4-1 cho một vài giá trị . 
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P1=2kN

P2=5kN

P3=7kN

l3

l4

l2

l1

a) b)

2kN

3kN

4kN  

  Hình 4-23 

4.2.5.    Đặc trưng cơ học của vật liệu. 

Để đưa ra lí thuyết tính độ bền, độ cứng của thanh trước hết ta cần nghiên cứu đặc 

trưng cơ học của vật liệu. Muốn hiểu rõ tính chất của cơ học của vật liệu ta thường làm cac 

thí nghiệm để quan sát các tính chất và quá trình biến dạng của các loại vật liệu khác nhau 

kể từ lúc bắt đầu cịu lực cho đến khi bị phá hỏng. 

Vật liệu trong tự nhiên là đa dạng, nhưng căn cứ vào biến dạng của mẫu thí nghiệm 

cho tới khi mẫu bị phá hỏng ta có thể chia vật liệu ra làm hai loại: 

-    Vật liệu dẽo là những vật liệu bị phá hoại sau khi đã biến dạng lớn, ví dụ như 

thép, đồng, nhôm,…. 

-    Vật liệu giòn là những vật liệu bị phá hủy ngay khi biến dạng còn rất ít, ví dụ như 

gang, đá, bê tông,… 

Trước hết ta làm thí nghiệm kéo và nén. Thí nghiệm được tiến hành trên các máy thử 

kéo- nén. Các mẫu thí nghiệm, qui trình thí nghiệm và các phương pháp xác định các đặc 

trưng cơ học của vật liệu đều được tiêu chuẩn hóa theo TCVN. 

4.2.5.1.    Thí nghiệm kéo. 

Trên hình 4-24 biểu diễn đồ thị của mẫu kéo bằng thép CT-3, còn trên hình 4-25 biễu 

diễn đồ thị của mẫu kéo bằng gang. Kí hiệu P là trị số lực kéo, l là độ dãn dài của mẫu thí 

nghiệm. Đối với thép CT-3 đồ thị liên hệ giữa lực và độ biến dạng có ba giai đoạn cơ bản 

sau: 

-    Giai đoạn đàn hồi được biểu diễn bằng đoạn đường thẳng OA và đoạn đường 

cong AB. Đoạn đường thẳng OA được gọi là giai đoạn đàn hồi tuyến tính hay giai đoạn tỉ 

lệ. Trong giai đoạn này sự liên hệ giữa lực kéo P và độ dãn dài tuyệt đối có quan hệ bậc 

nhất. Vật liệu làm việc tuân theo định luật Húc. Đoạn AB rất bé được gọi là giai đoạn đàn 

hồi phi tuyến. Vật liệu làm việc không tuân theo định luật Húc. 

Bảng 4-1 

Vật liệu  

Thép 

Gang 

Đồng 

Nhôm 

0,250,33 

0,230,27 

0,310,34 

0,320,36 
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l

P

PB

Ptl

O  

Hình 4-24     Hình 4-25 

-    Giai đoạn chảy được biểu diễn bằng đoạn BC trên đồ thị hình 4-24. Đặc điểm của 

giai đoạn này là lực kéo không tăng trong khí biến dạng vẫn tiếp tục tăng. 

-    Giai đoạn cũng cố: Sau khi qua giai đoạn chảy, lực có tăng khi biến dạng mới 

tăng nhưng đồ thị biểu diễn sự liên hệ giữa lực kéo P và độ dãn dài tuyệt đối l là một 

đường cong. Ta tiếp tục tăng cho đến khi lực đạt giá trị lớn nhất thì tại một nơi nào đó của 

mẫu thử, mặt cắt ngang bị thắt lại, sau đó lực giảm dần nhưng mẫu vẫn tiếp tục dài ra cho 

đến khi đứt ngay tại chỗ thắt. 

Kí hiệu: 

Ptl- lực tỉ lệ ứng với lực kéo lớn nhất trong giai đoạn tỉ lệ. 

Pch- lực ứng với lực kéo ở giai đoạn chảy. 

PB- lực ứng với lực kéo lớn nhất ở giai đoạn cũng cố. 

Fo- diện tích mặt cắt ngang của mẫu trước khi thí nghiệm. 

lo- chiều dài của phần mẫu thí nghiệm trước khi làm thí nghiệm. 

F1- diện tích mặt cắt ngang của mẫu tại chỗ thắt lúc mẫu bị đứt. 

l1- chiều dài của phần mẫu thí nghiệm sau khi thí nghiệm. 

Người ta gọi các đại lượng sau đây là các đặc trưng cơ học của vật liệu và các đặc 

trưng này có tính quy ước: 

-    Giới hạn tỉ lệ, kí hiệu tl được xác định bởi tỉ số tl =Ptl/Fo. 

-    Giới hạn chảy, kí hiệu ch; ch=Pch/Fo đây là một đặc trưng quan trọng của vật liệu 

dẻo. 

-    Giới hạn bền, kí hiệu B; B=PB/Fo. 

-    Độ dãn dài tỉ đối của mẫu sau khi kéo đứt, kí hiệu được tính theo %: 

%100% 1

o

o

l

ll 
  

-    Độ thắt tỉ đối sau khi mẫu bị kéo đứt, kí hiệu , cũng được tính theo %: 

o

o

F

FF 1%


  

Đối với gang, đồ thị P-l là một đường cong ngay khi lực kéo P còn rất thấp. Vật 

liệu xem như không có giới hạn tỉ lệ và giới hạn chảy mà chỉ có giới hạn bền: 

o

B
B

F

P
  
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PB - giá trị lực ứng với mẫu bị đứt. Giới hạn này rất thấp so với giới hạn bền của vật 

liệu dẻo. Trong giới hạn chịu lực thông thường một số vật liệu giòn làm việc không sai 

định luật Húc mấy nên ta có thể thay đoạn đường cong trong giới hạn đó bằng một đoạn 

thẳng hình 4-25. Như vậy, việc tính toán sẽ đơn giản mà vẫn đảm bảo được độ chính xác 

cần thiết. 

4.2.5.2.    Thí nghiệm nén. 

Mẫu thí nghiệm thường là hình trụ hay hình lập phương. Trên hình 4-26 biểu diễn đồ 

thị nén mẫu thép, còn trên hình 4-27 biễu diễn đồ thị nén mẫu gang. 

Đối với thép khi nén chỉ xác định được giới hạn tỉ lệ và giới hạn chảy. Đối với gang 

thì xác định được giới hạn bền khi nén của gang lớn hơn rất nhiều giới hạn bền khi kéo. 

Các đặc trưng cơ học của vật liệu trên thực tế còn phụ thuộc rất nhiều yếu tố như: 

nhiệt độ, tốc độ biến dạng (liên quan đến tải trọng tĩnh và động), thời gian … mà ở đây ta 

chưa kể đến. 

                   
l

P

PB

P tl

O  

    Hình 4-26         Hình 4-27 

4.2.6.    Điều kiện bền. 

4.2.6.1.    Ứng suất cho phép. 

Khi tính sức bền các chi tiết, các kết quả tính toán phải đảm bảo cho chúng không bị 

phá hỏng. Ví dụ, đối với vật liệu giòn trên nó chưa phát sinh các vết nứt, đối với vật liệu 

dẻo chưa có biến dạng lớn. Muốn vậy, ứng suất tính toán lớn nhất tại một điểm nào đó 

trong quá trình chịu lực không được vượt quá một giới hạn quy định cho từng loại vật liệu. 

Ta gọi đó là ứng suất giới hạn nguy hiểm, kí hiệu o. Trong bài toán kéo nén đúng tâm, đối 

với vật liệu giòn ta chọn o là giới hạn bền còn đối với vật liệu dẽo ta chọn o  là giới hạn 

chảy vì khi đạt tới giới hạn đó tuy vật liệu chưa bị phá hỏng nhưng biến dạng đã quá lớn so 

với biến dạng đàn hồi. 

Để đảm bảo an toàn trong thực tế người ta thường sử dụng một giá trị ứng suất bé 

hơn ứng suất nguy hiểm gọi là ứng suất cho phép, kí hiệu [] 

 
n

o       (4-18) 

n- hệ số an toàn, có giá trị lớn hơn 1. 

Như vậy đối với vật liệu dẻo: 

   
n

ch
kn


      (4-19a) 

Đối với vật liệu giòn, vì khả năng chịu nén tốt hơn chịu kéo, nên ta có: 

 
n

n

B
n


  ;  

n

k

B
k


    (4-19b) 

Trong đó:   n  - ứng suất cho phép khi nén; 
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 k - ứng suất cho phép khi kéo; 

n

B , 
k

B - giới hạn bền khi nén, khi kéo; ch - giới hạn chảy. 

Việc chọn các hệ số an toàn thích hợp là một việc rất khó và rất quan trọng. Nếu 

chọn hệ số an toàn bé thì tiết kiệm được nguyên vật liệu, nhưng có thể chi tiết không được 

bền lâu. Trái lại, nếu chọn hệ số an toàn lớn, chi tiết có thể bền lâu, nhưng lại tốn nhiều vật 

liệu, chi tiết quá cồng kềnh, mất mỹ thuật công nghiệp,… Trong thực tế, để chọn hệ số an 

toàn thích hợp, người ta thường dựa vào kinh nghiệm thực tế trong thiết kế cũng như trong 

sử dụng. 

4.2.6.2.   Điều kiện bền của thanh chịu kéo -  nén đúng tâm theo ứng suất cho 

phép. 

Đối với vật liệu dẻo: 

  
F

N z

max
    (4-20) 

Còn đối với vật liệu giòn là: 

 kz

F

N
 max ;   nz

F

N
 min     (4-21) 

Trong đó : max - ứng suất kéo lớn nhất; min - ứng suất nén có trị số bé nhất (hay có 

giá trị tuyệt đối lớn nhất khi nén). 

Ý nghĩa của phương pháp là tìm những điểm có trị số ứng suất pháp lớn nhất  khi 

kéo hoặc khi nén, đó là các điểm nguy hiểm. Khi điểm nguy hiểm đã thỏa mãn điều kiện 

bền thì tất cả các điểm còn lại đều thỏa mãn. Rõ ràng phương pháp kiểm tra là đơn giãn 

nhưng độ an toàn lớn. 

Từ điều kiện (4-20), ta có thể suy ra ba bài toán cơ bản sau: 

-    Kiểm tra bền:  Giả sử đã biết vật liệu (tức là đã biết ứng suất cho phép), biết kích 

thước mặt cắt ngang và lực tác dụng thì ta có thể kiểm tra được độ bền của thanh. 

Muốn vậy đầu tiên ta xác định lực dọc trong thanh sau đó tính trị số ứng suất pháp 

lớn nhất theo công thức (4-12). Nếu giá trị này không vượt quá ứng suất cho phép thì ta có 

thể kết luận là thanh đủ bền. Trong kĩ thuật sai số cho phép khoảng 5%. 

-    Chọn kích thước mặt cắt ngang: 

 
zN

F      (4-22) 

-    Xác định tải trọng cho phép: 

 FN z max  
  (4-23) 

dựa vào đó ta tìm được tải trong cho phép. 

4.2.7.    Bài toán siêu tĩnh. 

Bài toán siêu tĩnh là bài toán chỉ dùng các phương trình cân bằng tĩnh học hoặc 

phương pháp mặt cắt là ta có thể xác định được nội lực trong hệ như phần trên ta đã làm. 

Nếu không thể xác định được các phản lực hoặc nội lực trong hệ nhờ các phương trình cân 

bằng tĩnh học hoặc phương pháp mặt cắt thì các bài toán đó gọi là bài toán siêu tĩnh. Để 

giải bài toán kéo, nén siêu tĩnh, ngoài các phương trình cân bằng tĩnh học ta phải thêm vào 

các phương trình phụ nhờ các điều kiện thực về biến dạng hay chuyển vị. Số phương trình 

phụ này cộng với các phương trình cân bằng tĩnh học đúng bằng số ẩn cần tìm. 
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Ví dụ 4-3:  Tìm ứng suất pháp trong các thanh EB và FC làm cùng một loại vật liệu 

dùng để treo một thanh AD tuyệt đối cứng (hình 4-28 ). Các thanh treo có diện tích mặt cắt 

F=12cm2. 

Giải 

Thay liên kết bằng phản lực liên kết YA, ZA, 

N1, N2. Lập phương trình cân bằng: 

mA(F)=2aN2+aN1-3aP=0 

    (a) 

Đây là bài toán siêu tĩnh bậc 1. Điều kiện 

tương thích biến dạng (l1=BB’, l2=CC’ , 

ABB’ACC’): l2=2l1   (b) 

Theo công thức (4-16) ta có: 

EF

lN
l 1

1 

 

;  
EF

lN
l 2

2 

  

;   

Thay vào biểu thức (b), dễ thấy:   N2=2N1 

Úng suất trong các thanh EB và FC là : 

224

4

11
1 /80/10.8

10.12

96
mMNmkN

F

N

F

N





 
2

12 /1602 mMN    

4.3.   XOẮN THUẦN TÚY CỦA THANH THẲNG. 

4.3.1.    Định nghĩa. 

Một thanh chịu xoắn thuần túy khi trên mặt cắt ngang thanh chỉ có một thành phần 

nội lực là mô men xoắn Mz. 

4.3.2.    Mô men xoắn- Biểu đồ mô men xoắn. 

4.3.2.1.    Mô men xoắn. 

Để xác định mô men xoắn nội lực trên các mặt cắt ngang của thanh, ta dùng phương 

pháp mặt cắt. Dấu của mô men xoắn nội lực quy ước như sau: Nếu nhìn vào mặt cắt ta thấy 

mô men xoắn nội lực quay cùng chiều kim đồng hồ thì nó có dấu dương (>0), ngược lại là 

dấu âm (<0) (hình 4-30). 

M  >0z

xz

y                  

M  <0z

xz

y  

Hình 4-30 

 

Hình 4-28 
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4.3.2.2.    Biểu đồ mô men xoắn. 

Ví  dụ 4-4: Vẽ biểu đồ mômen xoắn cho thanh 

chịu lực như hình 4-31a. 

Giải 

Xác định phản lực tại ngàm C : 

Mz=0 MC=900Nm 

Chi thanh làm hai đoạn AB và BC. Viết phương 

trình mômen xoắn cho từng đoạn. 

Đoạn AB:  Cắt thanh ở mặt cắt z1 (0≤ z1≤40cm) 

và xét sự cân bằng phần trái ta được Mz1=300Nm. 

Vậy trong đoạn AB nội lực có giá trị không đổi. 

Đoạn BC: Cắt thanh ở mặt cắt z2 và xét sự cân 

bằng của phần phải. Chọn gốc tại C (0≤ z1≤80cm), 

tương tự ta được: 

Mz2=900-1500z2 

Biểu đồ mômen xoắn được vẽ như hình 4-31b. 

4.3.2.3.    Quan hệ giữa mô men xoắn ngoại lực với công suất và số vòng quay của 

trục truyền. 

Giữa công suất của động cơ truyền đến các trục và mô men xoắn ngoại lực tác dụng 

lên các trục có mối quan hệ sau: 

Công A do mô men M thực hiện khi trục quay một góc  trong thời gian t là: 

A=M. 

Vậy công suất   


M
t

M
t

A
W   

Từ đó rút ra    


W
M       (4-24) 

Trong đó:  m- mô men xoắn ngoại lực (Nm); W- công suất (W);  

- vận tốc góc (rad/s);  n (vòng/phút). 

Vận tốc góc:  
60

2 n
   (rad/s) 

Trong kĩ thuật người ta còn sử dụng công thức sau: 

Nếu W tính bằng kW ta có: 

n

W
M 9549

  
(Nm)    (4-25) 

W tính bằng Mã lực ta có: 

n

W
M 7162    (Nm)   (4-26) 

4.3.3.    Thiết lập công thức ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang của thanh tròn 

chịu xoắn thuần túy. 

Trước hết ta hãy quan sát một thanh tròn chịu xoắn thuần túy. Trên mặt ngoài của 

thanh trước khi chịu lực, ta kẻ các cạnh song song và vuông góc với trục thanh (hình 4-

A
B

C

a)
300Nm 600Nm 900Nm

d=5cm m=1500Nm/m

40cm 80cm

b)

300Nm

300Nm

900Nm

60cm

Hình 4-31 
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32a). Những vạch vuông góc với trục được xem là các vết của 

mặt cắt. Sau khi chịu lực ta thấy: 

 - Các cạnh vuông góc trên trục thanh vẫn giữ nguyên 

hình là đường tròn và vuông góc với trục thanh, khoảng cách 

giữa chúng vẫn không đổi. 

- Các đường song song với trục trở thành các đường 

xoắn ốc, mạng lưới ô vuông trở thành gần như mạng lưới hình 

hình bình hành (hình 4-32b) 

4.3.3.1.    Các giả thuyết. 

1-  Giả thuyết về mặt cắt ngang phẳng. 

2-  Giả thuyết về thớ dọc. Nội dung hai giả thuyết này 

như ở phần 4.2 (kéo nén đúng tâm). 

3-  Giả thuyết chiều dài không đổi. Khoảng cách giữa 

các mặt cắt ngang vẫn giữ nguyên trong quá trình biến dạng. 

4-  Giả thuyết về bán kính thẳng và không đổi. 

Sau khi biến dạng, bán kính của mặt cắt ngang vẫn thẳng và có độ dài không đổi. 

Tưởng tượng tách ra khỏi thanh một phân tố (hình 4-33a) giới hạn bởi hai mặt phẳng cách 

nhau một đoạn dz vô cùng bé, hai mặt trụ đồng tâm có bán kính  và + d, hai mặt phẳng 

chứa trục thanh và hợp với nhau một góc d. Sau khi biến dạng, mặt cắt ngang 1-1 sẽ xoay 

đi một góc  so với mặt cắt ngàm. Mặt cắt ngang 2-2 có hoành độ z+dz sẽ bị xoay đi mộ 

góc +d so với mặt cắt ngàm. Vậy góc xoắn tương đối giữa hai mặt cắt 1-1 và 2-2 là d 

(hình 4-33b). 

Theo giả thuyết 1,2,3 các mặt cắt 1-1 và 2-2 chỉ xoay đi đối với nhau, nhưng vẫn 

phẳng và khoảng cách không đổi. Ta thấy trên mặt cắt ngang chỉ có thành phần ứng suất 

tiếp, không có thành phần ứng suất pháp. Phân tố tách ra như trên rõ ràng ở trạng thái trượt 

thuần túy. 

Gọi  là góc trượt tỉ đối của phân tố cách trục một bán kính bằng  . Từ hình 4-33b 

ta có: 

dz

d

dz

qq
tg


  


  

Trong đó:  qq’
=d do giả thuyết 1 và 4. Xét vật liệu làm việc trong miền đàn hồi nên 

biến dạng là rất bé nên ta suy ra: 

dz

d
tg


    (a) 

Theo định luật Húc ta có   
G

1
     (b) 

Từ (a) và (b) rút ra:   
dz

d
G


      (4-27) 

Trong đó: 



dz

d
 là hằng số đối với một mặt cắt ngang và được gọi là góc xoắn tỉ 

đối; G là mô đun đàn hồi khi trượt. 

Do đó trên mặt cắt ngang ứng suất tiếp phân bố bậc nhất theo . Hình 4-34 biểu diễn 

luật phân bố ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang. 

1 2

1 2

z

1 2

1 2

dz

Hình 4-32 
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4.3.3.2.    Biểu thức liên hệ giữa ứng suất tiếp và thành phần mô men xoắn nội 

lực. 

Theo (4-9) ta có: 


F

z dFM       (a) 

Thay giá trị  từ biểu thức (4-26) vào (a) ta được: 

P

FF

z I
dz

d
GdF

dz

d
GdF

dz

d
GM








 

22
   (b) 

Trong đó: 
F

P dFI 2  chính là mô men quán tính độc cực của mặt cắt ngang tròn:   

4
4

1,0
2

d
R

IP 


. 

So sánh (4-27) và (b) ta rút ra biểu thức ứng suất tiếp tính theo nội lực có dạng: 

 

p

z

I

M
      (4-28) 

Ứng suất tiếp lớn nhất tại các điểm ngoài chu vi là: R
I

M

p

zmax  

Hay  
p

z

W

M
max     (4-29) 

Trong đó: 
R

I
W

p

p   là mô đun chống xoắn, có thứ nguyên là (chiều dài)3, với mặt cắt 

ngang tròn:  3
34

2,0
22

d
R

R

R
Wp 


   (4-30) 

Với mặt cắt ngang hình vành khăn (hình 4-35): 

 

 
R

rR

R

I
W

p

p
2

44 



 

Hoặc 
   43

43

12,0
16

1






 D

D

R

I
W

p

p   (4-31) 

b)

1 2

1 2
dz

z

d

d





d

q

q

1

q'




a) 1 2

1 2
dz

z



d

Hình 4-33      Hình 4-34 

max

(b)min

d/2

D/2

Hình 4-35 
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Trong đó 
D

d ; d- đường kính trong, D - đường kính ngoài. 

4.3.4.    Biến dạng của thanh tròn chịu xoắn. 

Khi thanh tròn chịu xoắn biến dạng của thanh được đặc trưng bởi: 

-    Góc xoắn tỉ đối:   
dz

d
       (4-32) 

Từ (b) ta có:   
p

z

GI

M
     (4-33) 

-   Góc xoắn tương đối giữa hai mặt cắt cách nhau một đoạn có chiều dài l, được kí 

hiệu . 

Từ (4-32) ta có  dz
GI

M
dzd

p

z  

Vậy  
l

p

z dz
GI

M

0

     (4-34) 

Trong đó: GIp gọi là độ cứng khi xoắn. 

Nếu trong suốt chiều dài l, tỉ số Mz/GIp không đổi thì: 

p

z

l

p

z

GI

lM
dz

GI

M
 

0

    (4-35) 

Nếu tỉ số Mz/GIp không đổi trong từng đoạn của thanh ta chia thanh ra làm nhiều 

đoạn li sao cho trong từng đoạn ấy Mz/GIp không đổi, khi đó: 





n

i pii

izi

IG

lM

1

     (4-36) 

Góc  tính bằng radian, còn thứ nguyên của góc xoắn tỉ đối là rad/chiều dài. 

Ví dụ 4-5:  Cho trục chịu lực như hình 4-31a. Tính ứng suất tiếp lớn nhất và góc 

xoắn tại các mặt cắt A và B của trục. Cho G=8.106N/cm2; đường kính trục d=5cm. 

Giải 

Trước hết ta vẽ biểu đồ mômen xoắn (hình 4-31b). Giá trị mômen xoắn lớn nhất 

Mz(max)=90000Ncm. 

Ứng suất tiếp cực đại có giá trị: 

2

3

max
max /3600

52,0

90000
cmN

xW

Mz

p

  

Góc xoắn tại mặt cắt B so với ngàm C: 

dz
GI

M

p

CBZ

BC 

80

0

)(
  

Trong đó: 


















60
1900

60
1)(

zz
MM CCBZ  (Ncm) 

Khi thay vào ta được: 
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 
radx

xxxx
dz

xxx

z
BC

3
2

46

80

0

46
108,4

602

80
80

51,0108

90000

51,0108

60/190000 










   

Góc xoắn tại mặt cắt A so với ngàm C: 

BC

P

BABAZ

BCABAC
GI

lM
 

)(
 

radx
xxx

x
xAC

3

46

3 102,7
51,0108

4030000
108,4    

4.3.5.    Điều kiện bền và điều kiện cứng. 

4.3.5.1.    Điều kiện bền. 

Tại các điểm ở ngoài chu vi, phân tố ở trạng thái trượt thuần túy. Nếu mặt cắt ngang 

không đổi thì điều kiện bền có dạng: 

  
p

z

W

M
max

max     (4-37) 

Trong đó:    được gọi là ứng suất cho phép khi xoắn. Trị số ứng suất cho phép được 

xác định bằng thực nghiệm theo tiêu chuẩn (tương tự như thí nghiệm kéo). 

Đối với vật liệu dẻo   nch /  . 

Đối với vật liệu giòn   nb /   

trong đó: ch  - giới hạn chảy khi xoắn; b - giới hạn bền khi xoắn; n- hệ số an toàn. 

Giữa    và    tùy theo các thuyết bền cũng có các mối quan hệ sau: 

-    Theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất thì     2/   

-    Theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng thì     3/   

Trong trường hợp đường kính của thanh thay đổi (ví dụ đối với trục bậc) điều kiện 

bền phải viết: 

  















max

max

p

z

W

M
    (4-38) 

4.3.5.2.    Điều kiện cứng. 

Các chi tiết máy chịu xoắn khi truyền động phải có độ cứng đủ lớn, tức là góc xoắn tỉ 

đối lớn nhất về trị số tuyệt đối không vượt quá một trị số cho phép nào đó. 

  















max

max

p

z

GI

M
  rad/chiều dài  (4-39) 

trong đó [] là góc xoắn tỉ đối cho phép. Điều kiện (4-39) gọi là điều kiện độ cứng. 

Nếu [] được cho qua (độ/chiều dài) thì khi tính toán sử dụng công thức quy đổi nhau: 

 []  rad/chiều dài = /180  [] độ/chiều dài 

Từ điều kiện bền và điều kiện cứng ta cũng suy ra ba bài toán cơ bản sau: 

-    Kiểm tra thanh thỏa mản điều kiện bền và điều kiện cứng theo (4-37) và (4-39). 

-     Chọn kích thước mặt cắt ngang: 
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Theo điều kiện bền   
 

z
p

M
W       (4-40) 

Theo điều kiện cứng   
 G

M
I z

p     (4-41) 

Ta sẽ chọn đường kính có trị số lớn nhất từ (4-40) và từ (4-41). 

-    Tìm tải trọng cho phép: 

Theo điều kiện bền    zz WM       (4-42) 

Theo điều kiện cứng    pz GIM     (4-43) 

Từ đó sẽ chọn tải trọng bé hơn, để đảm bảo mô men xoắn nội lực thỏa mãn đồng thời 

cả hai bất đẳng thức trên. 

Ví dụ 4-6: Cho một trục chịu lực như hình 4-36. Các puli 1, 2, 3 là bị động có công 

suất W1= 40Hp; W2= 20Hp; W3= 30Hp; puli 0 là chủ động. Biết trục quay có 

n=1000vg/phút; =d/D=0,6; vật liệu có []=4500N/cm2; G=8.106N/cm2; 0=20/m. Xác 

định D và d? 

Giải 

Biểu đồ công suất được vẽ trên hình 4-36. Từ biểu đồ công suất ta thấy mặt cắt nguy 

hiểm có Wp=50Hp. Vậy mômen xoắn theo (4-26) là: 

50
1000

716200716200
max  pz W

n
M   (Ncm) 

Chọn kích thước theo điều kiện bền ta có: 

  pp W
n

D
W

][

716200
1

16

4
3





  

30Hp50Hp

40Hp

W1 WO W2 W3

d

D

 

Hình 4-36 

Từ đó suy ra đường kính ngoài: 

   
3

4
3

4
]6,01[45001000

5071620016

1][

71620016







xx

x
x

n

xW
xD

p


 

D3,64 cm. 

Chọn kích thước theo điều kiện cứng. 

Từ (4-40) ta suy ra 
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 





][

180100716200
1

32

4
4

o

p

p
nG

xxWD
I   

Rút ra D=3,49cm 

So sánh ta chọn D=3,64cm; d=0,63,64=2,18cm 

4.3.6.    Bài toán siêu tĩnh. 

Phương pháp giải bài toán xoắn siêu tĩnh giống như giải bài toán siêu tĩnh chịu kéo, 

nén. Ở đây chỉ cần trình bày thông qua ví dụ. 

Ví dụ 4-7: Cho một thanh chịu xoắn, hai đầu liên kết ngàm chịu lực như hình vẽ 4-

37a. Vẽ biểu đồ mômen xoắn. 

Giải 

Điều kiện cân bằng chỉ cho ta phương trình để xác định các mômen xoắn nội lực tại 

các ngàm là: 

0)(  OBA MMMzm   (a) 

Phương trình (a) chứa hai ẩn số là MA và MB, do đó bài toán là siêu tĩnh bậc 1. Để 

tìm phương trình phụ, trình tự ta làm như sau: 

-    Bỏ một liên kết thừa đi, ví dụ bỏ ngàm B (hoặc ngàm A) và đặt các phản lực thích 

hợp, khi đó thanh AB trở thành tĩnh định nhưng ta chưa biết MB. 

-    Ngoại lực MB tìm được nhờ phương trình về biến dạng góc xoắn tương đối giữa 

B và A bằng không. 

0

112


p

o

p

B

p

B
BA

GI

bM

GI

aM

GI

bM
    (b) 

Từ phương trình (b) ta tìm được giá trị MB. 

 
21

/ pp

o
B

IIba

aM
M


  

trong đó: 4

11,0
1

dI p  ; 4

21,0
2

dI p   là các mômen quán tính độc cực của mặ cắt ngang 

đoạn AC và CB. 

Sau khi tìm được giá trị MB, việc vẽ biểu đồ tiến hành như đã biết. Biểu đồ mômen 

xoắn được vẽ trên hình 4-37b. 

 

Hình 4-37 

a)

A C B

MA MB

MO

a b

d1
d2

b)
MBMO
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1
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1
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p

p
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I
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O
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4.4.   UỐN PHẲNG CỦA THANH 

THẲNG. 

4.4.1.   Các định nghĩa và phân loại. 

-    Ngoại lực tác dụng có thể là lực tập 

trung, lực phân bố và mô men tập trung. Mặt 

phẳng chứa các lực và mô men đó được gọi là 

mặt phẳng tải trọng. 

-    Đường tải trọng là giao tuyến giữa mặt 

phẳng tải trọng và mặt cắt ngang của thanh. 

-   Mặt phẳng quán tính chính trung tâm là 

mặt phẳng tạo nên bởi trục của thanh và một 

trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt 

ngang (hình 4-38). 

 -   Thanh chủ yếu chịu uốn gọi là dầm. 

-   Nếu trục của dầm sau khi chịu uốn cong vẫn nằm trong một mặt phẳng quán tính 

chính trung tâm, thì sự uốn được gọi là uốn phẳng. 

Ta chia uốn phẳng làm hai loại: uốn thuần túy phẳng và uốn ngang phẳng. 

4.4.2.   Nội lực và biểu đồ nội lực. 

4.4.2.1.    Nội lực - Quy ước dấu của nội lực. 

Xét một dầm chịu lực như trên hình 4-39. Các ngoại lực tác dụng lên dầm bao gồm 

lực tập trung, lực phân bố, mô men tập trung và các phản lực tại các gối A và B. Các lực 

tác dụng đều nằm trong mặt phẳng quán tính chính trung tâm Oyz. 

P=qa

O
z

y
A

q

a

E

3a

1,5a

a
YYA B

ZB

E

M=qa2

z

y

 

Hình 4-39 

Đầu tiên ta phải xác định được các phản lực tại các 

gối A và B. 

Trong bài toán phẳng, nhờ ba phương trình cân 

bằng tĩnh học ta xác định được các thành phần phản lực 

sau: 

  0zF  rút ra ZB=0 

  0440  aaqMPaaYFm BA


 

  034540  MaaqaPaYFm AB


 

Từ đó suy ra: 

YA=4qa; YB=qa 

z

y

m

M   >0x

n

Q   >0y

Thớ trên 

Thớ dưới 

Phần 

trái 

mặt cắt 

a) 

z

y

m

M   >0x

n

Q   >0y

Phần phải 

mặt cắt 

b) 

Hình 4-40 

O x

y

z
Mặt phẳng 

tải trọng 

Đường 

tải trọng 

Hình 4-38 
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-   Lực cắt Qy được coi là dương, nếu pháp tuyến ngoài của mặt cắt ngang quay một 

góc 900 thuận chiều kim đồng hồ thì gặp chiều của lực cắt Qy. 

-    Mô men uốn được coi là dương nếu nó làm cho thớ dưới trục dầm bị kéo tức làm 

căng các thớ về phía dương của trục y, (trong dầm chọn chiều dương xuống dưới). Các 

thành phần nội lực được qui ước là chiều dương biễu diễn trên hình 4-40a và 4-40b. 

Ví dụ 4-8:  Xác định nội lực tại mặt cắt E (hình 4-41). 

Giải 

Sử dụng phương pháp mặt cắt, tưởng tượng phân dầm thành hai phần  phải trái như 

trên hình 4-41. 

Xét sự cân bằng của phần trái. 

Py=0   Qy+ qa+q2,5a-4qa=0 Qy=0,5qa>0 

  0 FmE


 05,14

2

5,15,2
5,2  aqa

aaq
aqaM x  

Mx=0,375qa2 >0 

 

Xét sự cân bằng của phần phải: 

Py=0   Qy qa-1,5qa+qa=0 Qy=0,5qa>0 

  0 FmE


 05,2

2

5,15,12  aqa
aaq

qaM x   

Mx=0,375qa2 >0 

Ta thấy dù xét phần trái hoặc phải kết quả nhận được đều như nhau. Do đó về sau ta 

xét phần nào để cho tính toán được đơn giản hơn. 

4.4.2.2.    Biểu đồ nội lực. 

Biểu đồ nội lực là đồ thị biểu diễn sự biến 

thiên của lực cắt và mô men uốn dọc theo trục của 

dầm. Nhờ nó ta dễ dàng tìm được các mặt cắt mà 

mô men uốn có trị số lớn nhất. Các mặt cắt đó 

thường là các mặt cắt nguy hiểm. Sau này thường 

chọn để tính toán điều kiện bền. Trong bài giảng 

này khi vẽ đồ thị ta quy ước hệ trục được chọn 

như sau: 

-    Đối với biểu đồ lực cắt Q, hệ trục chọn như hình 4-42a. 

-    Đối với mô men uốn, hệ trục chọn như hình 4-42b. 

Ví dụ 4-9:  Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm chịu lực như hình 4-43. 

P=qa
q

E

a 1,5a

YA=4qa Qy

Mx

a1,5a

z

Mx

Qy
q

M=qa2

E YB=qa

phần trái phần phải 

Hình 4-41 

a) Q 

O 
z O 

x 

z 

b) 

Hình 4-42 
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Giải 

Sau khi xác định các phản lực tại các gối A và B ta chia dầm thành những đoạn CA, 

AB, DB, trong đó lực cắt và mômen là các hàm biến thiên liên tục. Dưới đây phương trình 

mômen lực được thiết lập đối với giao điểm giữa mặt cắt và trục dầm và được kí hiệu M. 

Đoạn CA (hình 4-43a): 

Py=0   Q1+P+qz=0  Q1 =-qa-qz1 

M=0  0
2

2

1
11 

z
qPzM  

 
2

2

1
11

z
qqazM   

Đoạn AD (0≤z2≤4a)  (hình 4-43b) 

Xét phần trái 

Phương trình lực cắt: 

Py=0   Q2=-qa-qz+4qa 

Phương trình mômen  

M=0  

)(4
2

2

2

2
22 azqa

z
qqazM    

Đoạn BD. Xét phần phải (0≤z3≤a) (hình 

4-43c) chọn gốc tại B, tương tự: 

Py=0   Q3+YB=0   Q3=-qa 

M=0  033  zYM B    M3=qaz3 

Trên cơ sở phương trình đã có, ta vẽ biểu 

đồ lực cắt Qy, mômen uốn Mx. 

Biểu đồ nội lực được vẽ trên hình 4-43d 

và hình 4-43e. Các đồ thị được vẽ như vẽ các 

đồ thị hàm số thông thường. Ở đây ta chỉ cần 

chú ý đến các quy ước về cách chọn hệ trục tọa 

độ và quy ước về dấu đã nói ở trên. 

Từ biểu đồ trên ta rút ra một số nhận xét 

quan trọng để kiểm tra hoặc vẽ biểu đồ nội lực 

một cách nhanh chóng. 

-    Tại mặt cắt ngang nào đó đặt lực tập 

trung thì tại đó có bước nhảy của biểu đồ lực 

cắt. Giá trị bước nhảy chính bằng giá trị lực tập trung (Ví dụ, tại mặt cắt A, C, B). 

-    Tại mặt cắt ngang nào có mômen tập trung thì tại đó có bước nhảy chính bằng giá 

trị mômen tập trung (ví dụ, tại mặt cắt D). 

-     Trên đoạn dầm không có tải trọng phân bố, biểu đồ lực cắt là hằng số, biểu đồ 

mômen uốn là bậc nhất. Trên đoạn dầm có tải trọng phân bố đều, biểu đồ lực cắt là bậc 

nhất, biểu đồ mômen uốn là bậc hai. Tại chổ có lực cắt Q=0 trên biểu đồ lực cắt, thì biểu 

đồ mômen uốn có giá trị cực trị. Như vậy giữa cường tải trọng phân bố, lực cắt và mômen 

uốn sẽ có mối quan hệ vi phân nhất định. 

Mx

d)

e) 1,5qa 2

0,5qa2 qa 2

a
3a

a

A

YA=4qa

C

D
B

P=qa
q M=qa2

YB=qa

z1

C

a)
P=qa

Q1

C

b)
P=qa

z2

M2

YA=4qa Q2

z3

M3 Q3

YB=qa

B
c)

qa

2qa

2qa

qa

Qy

Hình 4-43 
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Thực vậy, giả sử cho một dầm chịu lực bất kỳ như trên hình 4-44. Tại mặt cắt ngang 

C của dầm có đặt tập trung P và một mômen tập trung MO. Ta tưởng tượng cắt dầm ra một 

đoạn vô cùng bé dz bởi hai mặt cắt 1-1 và 2-2, ở về hai phía của mặt cắt ngang C, như trên 

hình 4-45 . Từ điều kiện cân bằng của phân tố ta được: 

 

  Hình 4-44         Hình 4-45    Hình 4-46 

Qy+P-(Qy+dQy)=0 

Mx+Qdz+MO+P
2

dz
-(Mx+dMx)=0 

Bỏ qua lượng vô cùng bé: Qydz và P
2

dz
 so với Mx và MO, ta rút ra điều kiện cần 

nhận xét: 

Qy=P;   dMx=MO 

Bây giờ ta cắt dầm ra một đoạn vô cùng bé dz, bởi hai mặt cắt về hai phía của mặt 

cắt ngang B như hình 4-46. Vì chiều dài của phân tố vô cùng nhỏ nên chúng ta có thể coi 

tải trọng phân bố đều trong đoạn này. Từ điều kiện cân bằng của phân tố ta nhận hai 

phương trình sau: 

Qyq.dz-(Qy+dQy)=0 

Mx+Qy.dz+qdz
2

dz
-(Mx+dMx)=0 

Nếu bỏ qua lượng vô cùng bé q
2

2dz
, ta được: 

)(zq
dz

dQy
 ;  y

x Q
dz

dM
    (4-44) 

Vậy đạo hàm của lực cắt bằng cường độ của tải trọng phân bố theo chiều dài và đạo 

hàm của mômen uốn bằng lực cắt. Sự liên hệ đó gọi là sự liên hệ vi phân giữa cường độ tải 

trọng phân bố, lực cắt và mômen uốn. 

Qua các ví dụ trên ta có thể tóm tắt trình tự cách vẽ biểu đồ như sau: 

-     Xác định phản lực tại chỗ liên kết (thanh đầu ngàm đều tự do có thể không cần 

xác định phản lực). 

-     Phân đoạn. 

-     Viết phương trình lực cắt, mômen uốn cho từng đoạn. 

-     Vẽ biểu đồ cho tưng đoạn. 

-     Kiểm tra kết quả nhờ các nhận xét đã nêu ở trên. 

4.4.3.    Dầm chịu uốn phẳng thuần túy. 
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4.4.3.1.    Định nghĩa. 

Một dầm gọi là uốn thuần túy phẳng khi trên mặt cắt ngang của dầm chỉ có một 

thành phần nội lực là mô men uốn nằm trong mặt phẳng quán tính chính trung tâm, ví dụ 

Mx hoặc My (hình 4-47) 

4.4.3.2.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Quan sát một dầm chịu uốn phẳng thuần túy có mặt cắt 

ngang hình chữ nhật. Trước khi dầm chịu uốn ta vạch lên mặt 

bên của nó những đường thẳng song song với trục, tượng 

trưng cho các thớ dọc và những đường thẳng vuông góc với 

trục biểu thị các mặt cắt ngang (hình 4-48a). 

Sau khi dầm bị uốn ta nhận thấy: 

-    Trục của dầm bị cong đi. 

-    Các vạch song song với trục cũng bị cong đi nhưng 

vẫn song song với trục. 

-    Các vạch vuông góc với trục vẫn thẳng và vuông góc với trục dầm đã bị uốn 

cong. 

-    Các góc vuông tại giao điểm các vạch dọc và ngang vẫn được duy trì là vuông 

(hình 4-48b). 

Từ nhận xét trên ta đưa ra hai giả thuyết sau: 

Giả thuyết mặt cắt ngang phẳng và giả 

thuyết về thớ dọc như phần kéo, nén. 

Tiếp tục quan sát biến dạng của dầm 

ta thấy các thớ dọc ở phía trên trên trục dầm 

bị co lại và các thớ ở phía dưới trục dầm bị 

dãn ra. Như vậy từ thớ bị co sang thớ bị dãn 

sẽ có thớ không bị dãn, không bị co, tức là 

thớ không bị biến dạng. Ta gọi thớ này là 

thớ trung hòa. Giao tuyến của lớp trung hòa 

với mặt cắt ngang gọi là đường trung hòa. 

Đường trung hòa chia mặt cắt ngang thành 

hai miền: một miền gồm các thớ bị co và 

miền kia làm các thớ bị dãn. 

Vì các thớ ở phía trên bị co nên bề rộng mặt cắt ngang sẽ bị phình ra ở phía trên. Còn 

các thớ dưới bị dãn nên bề rộng của mặt cắt ngang sẽ bị hẹp lại ở phía dưới (hình 4-48b). 

Mặt cắt không còn giữ nguyên hình chữ nhật như trước khi biến dạng. Đường trung hòa là 

một đường cong. Nhưng vì biến dạng nhỏ nên chúng ta có thể coi mặt cắt ngang sau khi 

biến dạng vẫn là hình chữ nhật và coi đường trung hòa là một đường thẳng. Mặt khác 

chúng ta chỉ xét trường hợp tải trọng tác dụng trong mặt phẳng chứa trục dầm và trục đối 

xứng của mặt cắt ngang nên đường trung hòa sẽ vuông góc với đường tải trọng, tức là 

vuông góc với trục đối xứng của mặt cắt ngang. Biến dạng của dầm chịu uốn phẳng thuần 

túy chỉ là sự quay của mặt cắt ngang đối với đường trung hòa. 

Xét một mặt cắt ngang nào đó và chọn hệ trục tọa độ như sau: trục Ox là trục đường 

trung hòa, trục Oy là trục đối xứng, trục Oz vuông góc với mặt cắt ngang (hình 4-48). Theo 

giả thuyết về mặt cắt ngang phẳng, với nhận xét các ô vuông sau khi biến dạng vẫn vuông. 

Ta có thể nói rằng trên mặt cắt ngang chỉ có ứng suất pháp, không có ứng suất tiếp. Vì nếu 

có ứng suất tiếp thì dưới tác dụng của nó mặt cắt ngang sẽ vênh đi và các ô vuông sẽ không 

a) O x

y

b) O x

y

MxMx

Hình 4-48 

Hình 4-47 

M0a)

M0

b)
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giữ nguyên góc vuông nữa. Theo giả thuyết về thớ dọc thì x= y=0. Như vậy tại một điểm 

nào đó trên mặt cắt ngang là trạng thái ứng suất đơn. Sự liên hệ giữa ứng suất pháp z và 

biến dạng dài z theo định luật Húc có dạng: 

z=Ez   (a) 

Nếu biết được biến dạng, chúng ta dễ dàng tìm được sự phân bố ứng suất trên mặt cắt 

ngang. Muốn vậy ta xét một đoạn dầm dz được cắt bởi hai mặt cắt 1-1 và 2-2 (hình 4-49a). 

Sau khi biến dạng hai mặt cắt này tạo với nhau một góc d (hình 4-49b). Gọi  là bán kính 

cong của thớ trung hòa O1O2. Vì thớ trung hòa không biến dạng nên: 

 O1O2 =dz  O1O2=d 

Xét biến dạng của một thớ mn cách thớ trung hòa một 

khoảng cách y. Chiều dài của thớ này trước khi biến dạng là: 

m0no=dz=d 

 và sau khi biến dạng 

mn=(+y)d 

độ dãn dài tỉ đối của thớ mn bằng: 

 





y

d

ddy
z 


     (b) 

Thay (b) vào (a) ta được: 




y
Ez       (4-45) 

Tại mặt cắt ngang bán kính  có trị số xác định, E là một 

hằng số. Vậy quy luật phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt 

ngang là phẳng (hình 4-50a). Giao tuyến của mặt phẳng ứng 

suất với mặt cắt chính là mặt trung hòa. Rỏ ràng ứng suất pháp 

trên các đường thẳng song song với trục trung hòa có trị số như 

nhau. Do đó ta có thể vẽ biểu đồ phân bố ứng suất pháp đơn giản nhu trên hình 4-50b. Qua 

biểu đồ phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt ngang ta thấy: 

-    Trên mặt cắt ngang chia làm hai miền: một miền chịu kéo và miền kia chịu nén. 

-    Các điểm có trị số ứng suất pháp lớn nhất là các điểm xa trục trung hòa nhất (hình 

4-50b). 

4.4.3.3. Biểu thức liên hệ giữa ứng suất pháp với thành phần mô men uốn nội lực. 

Xét mặt cắt ngang có mô men uốn Mx, theo 4-4 ta có: 

ydFM
F

zx     (a) 

Thay giá trị z từ (4-45) vào (a) ta có quan hệ: 

dFy
E

M
F

x

2

 
 

Hoặc  xx I
E

M


  hay 
x

x

EI

M




1
    (4-46) 

Trong đó 
F

x dFyI 2
 là mô men quán tính của mặt cắt ngang đối với trục trung hòa. 

1 2

O

n

2

2

omo

O1

1

y

dz

a)

T

hớ 

t

rung 

hòa 

O2O1

nm

d


y

b)

Hình 4-49 
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So sánh (4-45) và (4-46) ta suy ra công thức ứng suất pháp trên mặt cắt ngang như 

sau: 

y
I

M

x

x
z       (4-47) 

4.4.3.4.    Vị trí trục trung hòa. 

Từ định nghĩa về uốn phẳng thuần túy ta suy ra trên mọi mặt cắt ngang thành phần 

lực dọc bằng không (Nz=0). Theo (4-3) ta có 

0 
F

zz dFN      (a) 

Thay giá trị z từ (4-46) vào biểu thức trên ta được 

0 
F

z ydF
E

N


 hoặc 0 xz S
E

N


 

Trong đó 0 
F

x ydFS  là mô men tĩnh của mặt cắt ngang đối với trục trung hòa. 

Vì 0


E
 nên suy ra Sx=0. Vậy trục trung hòa là một trục trung tâm. Trong hệ trục 

tọa độ như đã chọn, trục y là một trục quán tính chính trung tâm, trùng với đường tải trọng. 

Khi đó trục trung hòa chính là một trục quán tính chính trung tâm thứ hai và vuông góc với 

đường tải trọng. 

x

y

z

x

y

Mx

a)

y
yk

max

yn
min

b)

min



 

Hình 4-50 

4.4.3.5.    Ứng suất kéo và nén lớn nhất. 

Từ biểu đồ ứng suất pháp trên mặt cắt ngang đã có nhận xét là ứng suất pháp có trị số 

tuyệt đối lớn nhất tại các điểm xa nhất tính từ trục trung hòa. 

Nếu trục trung hòa là một trục đối xứng, ví dụ mặt cắt ngang hình chữ nhật, hình 

tròn, chữ I, … thì ta thấy ứng suất kéo và ứng suất nén lớn nhất có trị số tuyệt đối bằng 

nhau. 

Ví dụ 4-10: Mặt cắt ngang là hình chữ nhật có kích thước là bxh (hình 4-51). 

x

x

z
W

M


max
  

Trong đó:  
6

2

2/

2bh

h

I
W x

x   

Mặt cắt ngang là hình tròn có bán kính R: 
x

x

z
W

M


max
  

b

x

y

h/2

h/2

Hình 4-51 
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Trong đó:  3
34

1,0
44

d
R

R

R

R

I
W x

x 


 

Đại lượng Wx gọi là mô đun chống uốn của mặt cắt ngang. Nó phụ thuộc vào hình 

dạng, kích thước của mặt cắt ngang và có thứ nguyên là [chiều dài]3. 

Nếu mặt cắt ngang không đối xứng qua trục trung hòa, thì ứng suất kéo lớn nhất và 

ứng suất nén có trị số tuyệt đối lớn nhất được xác định bởi các công thức sau: 

-    Ứng suất kéo lớn nhất 
k

x

xk

x

xk

z
W

M
y

I

M


max
max  

Trong đó 

max

k

xk

x
y

I
W  ; 

max

ky  là tọa độ điểm biên chịu nén có trị số tuyệt đối lớn 

nhất. 

-    Ứng suất nén lớn nhất về trị số tuyệt đối: 
n

x

xn

x

xn

z
W

M
y

I

M


max
max  

Trong đó 

max

n

xn

x
y

I
W  ;  

max

ny là tọa độ của điểm biên chịu nén có trị số tuyệt đối 

lớn nhất (hình 4-52). 

Các đại lượng k

xW , n

xW  là các mô đun chống uốn của mặt 

cắt ngang trong miền kéo hoặc nén. Ta thấy, với cùng một trị số 

mô men uốn thì các trị số ứng suất lớn nhất trên mặt cắt ngang tỷ 

lệ nghịch với các trị số mô đun chống uốn. Như vậy với cùng mặt 

cắt ngang có diện tích F, nếu mô men chống uốn càng lớn thì 

càng tiết kiệm vật liệu. 

Để đánh giá mức độ tiết kiệm vật liệu của các dạng mặt cắt 

khác nhau, người ta đưa vào tỉ số không thứ nguyên 3/ FWx . Tỉ 

số này càng lớn thì mức độ tiết kiệm vật liệu càng tốt. 

Các mặt cắt ngang có tính chất làm tiết kiệm được nguyên vật liệu được gọi là là các 

mặt cắt ngang hợp lí khi dầm chịu uốn. Việc chế tạo các thép cán định hình có mặt cắt 

ngang hình chữ I, hình chữ [ dựa trên tính chất hợp lí này. 

4.4.3.6.     Điều kiện bền và ba bài toán cơ bản. 

Trạng thái ứng suất tại các điểm nguy hiểm của dầm chịu uốn thuần túy phẳng là 

trạng thái ứng suất đơn. Tương tự điều kiện bền trong bài toán kéo-nén đúng tâm điều kiện 

bền ở đây được viết như sau: 

  
x

x

W

M '

max    (4-48) 

Dầm vật liệu giòn, vì 
n

B

k

B    nên ta phải viết hai điều kiện: 

 nn

x

xk

W

M
 max    (4-49) 

Từ điều kiện bền ta suy ra ba bài toán cơ bản sau: 

-     Kiểm tra bền theo công thức (4-48) và (4-49). 

yk
max

yn
maxMx

x

y

Hình 4-52 
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-     Chọn kích thước mặt cắt ngang thỏa mãn điều kiện: 
 

x

x

M
W   (4-50) 

-     Tìm tải trọng cho phép thỏa mãn điều kiện: 

max Mx≤Wk[]  (4-51) 

4.4.4.    Uốn ngang phẳng.  

4.4.4.1.    Định nghĩa. 

Một dầm gọi là chịu uốn ngang phẳng khi trên mặt cắt ngang của nó có hai thành 

phần nội lực là lực cắt Qy và mô men Mx (hoặc Qx và My). 

4.4.4.2.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Trong uốn ngang phẳng, mắt cắt ngang có lực cắt. Lực cắt này do ứng suất tiếp tạo 

thành. Các ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang phân bố không đều theo chiều cao của nó. Do 

ảnh hưởng đó, các biến dạng góc cũng có trị số thay đổi theo chiều cao của mặt cắt ngang 

làm cho mặt cắt ngang sau khi bị uốn không còn phẳng nữa mà hơi bị vênh theo hình chữ S 

(hình 4-55c). Tuy nhiên trong trường hợp lực cắt bằng hằng số thì các mặt cắt ngang đều 

vênh như sau, do đó sự vênh không có ảnh hưởng đến độ dãn hoặc độ co như đã nghiên 

cứu trong uốn phẳng thuần túy. Bởi vậy công thức tính ứng suất pháp (4-47) vẫn còn đúng 

trong trường hợp uốn ngang phẳng. 

 

Nếu mặt cắt ngang hoặc lực cắt thay đổi theo chiều dọc trục thì công thức (4-47) sẽ 

có một sai số trong phạm vi bé hơn 5%, sai số đó có thể bỏ qua được. 

Tóm lại ứng suất pháp trên mặt cắt ngang vẫn được tính theo công thức (4-47). 

4.4.4.3.    Ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang. 

Trong tính toán sau này người ta thường bỏ qua ảnh hưởng của ứng suất tiếp do lực 

cắt. Khi cần kể đến ảnh hưởng đó người ta có thể sử dụng công thức của Jurapxki dưới 

dang: 

x

c

c

xy

zy
Ib

SQ
     (4-52) 

Trong đó: zy  - ứng suất tiếp có phương của lực cắt Qy; Ix - mô men quán tính của 

mặt cắt ngang đối với trục trung hòa; bc chiều rộng mặt cắt đi qua điểm tính ứng suất 

vuông góc với chiều của ứng suất tiếp; c

xS - mô men tĩnh của phần mặt cắt ngang bị cắt đối 

với trục trung hòa (hình 4-55). 

q

d z

Q Q+ dQ

Q y

M x

M x

M x

+dMx

y

Mx

z Qy

x

y

Hình 4-53 

Hình 4-54 
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a)
b)

P

y

x

c) P

 

Hình 4-55 


CF

c

x dFS   

- tung độ trọng tâm của vi phân diện tích dF. 

Ví dụ: Mặt cắt hình chữ nhật. Theo hình 4-46a ta có: 









 2

2

42
y

hb
S c

x ; 
12

3bh
I x   

Suy ra  









2

24
1

2

3

h

y

bh

Qy

zy  

Biểu đồ phân bố ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang chữ nhật được biểu diễn trên hình 

4-46b. Tại các điểm trên trục trung hòa ứng suất tiếp đạt trị số lớn nhất. 

F

Q

bh

Q yy

2

3

2

3
max   

Mặt cắt ngang hình tròn: 

4

4R
I x


 ; 222 yRby   


cF

c

x dFS   (a) 

Đối với trục trung hòa ta có: 

 dRdbdF 22      (b) 

Thay (b) vào (a) ta được: 

 2222222    RdRdRS

R

y

R

y

c

x  

  2/322

3

2
yRS c

x       (c) 

Thay trị số (c) vào (4-46) sau khi rút gọn ta được: 

 22

43

4
yR

R

Qy

zy 


  

Biểu đồ ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang cho trên hình 4-45. Ứng suất tiếp tại các 

điểm trên trục trung hòa đạt giá trị lớn nhất.  
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x

y

b

h


y

bC
C

F
C

dF

max

a) b)

       

x

y


y

bC



dF

F
C

max

 

  Hình 4-46     Hình 4-47 

F

Q

R

Q yy

3

4

3

4
2max 


  

4.4.5.    Điều kiện bền đối với dầm chịu uốn ngang phẳng. 

4.4.5.1.    Uốn thuần túy phẳng. 

Trạng thái ứng suất tại các điểm nguy hiểm của dầm chịu uốn thuần túy phẳng là 

trạng thái ứng suất đơn. Tương tự điều kiện bền trong bài toán kéo - nén đúng tâm, điều 

kiện bền ở đây được viết như sau: 

-    Dầm vật liệu dẻo, vì n

ch

k

ch    nên ta có: 

  
x

x

W

M
max      (4-53) 

-    Dầm vật liệu giòn, vì 
n

B

k

B    nên ta phải viết hai điều kiện bền: 

 kk

x

xk

W

M
 max  

 nn

x

xn

W

M
 

max
     (4-54) 

Tìm vị trí mặt cắt có ứng suất pháp lớn nhất: Nếu dầm có mặt cắt ngang không thay 

đổi và vật liệu của dầm là vật liệu dẻo thì lấy ở mặt cắt ngang có mô men uốn lớn nhất. 

Trường hợp dầm làm bằng vật liệu giòn ta phải tìm mặt cắt ngang thõa mãn các biểu thức 

4-54 (kéo và nén). 

Từ điều kiện bền ta suy ra hình dáng hợp lí của mặt cắt ngang khi chịu uốn phẳng 

thuần túy như sau: 

-    Đối với dầm làm bằng vật liệu dẻo: chọn mặt cắt ngang có trục trung hòa cũng là 

trục đối xứng. 

-    Đối với dầm làm bằng vật liệu giòn. Xuất phát từ điều kiện bền (4-54): 

 k
k

x

x
y

I

M


max  

 n
n

x

x
y

I

M


max
 

Chia hai vế của hai bất đẳng thức cho nhau ta được: 
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 
 n

k

n

k

y

y






max

max  

Vì   k <  n  nên 
max

ky <
max

ny    (a) 

Vậy đối với dầm làm bằng vật liệu giòn hình dáng hợp lí của mặt cắt ngang là mặt 

cắt không đối xứng qua trục trung hòa và phải bố trí sao cho tỉ số 
max

ky  và 
max

ny  thỏa 

mãn điều kiện (a). 

Từ các điều kiện bền trên ta cũng suy ra ba bài toán cơ bản. 

-    Kiểm tra bền theo công thức (4-53) và (4-54). 

-    Chọn kích thước mặt cắt ngang thõa mãn điều kiện: 

 
x

x

M
W      (4-55) 

-    Tìm tải trọng cho phép thõa mãn điều kiện: 

max  Mx Wx[]     (4-56) 

Ví dụ 4-11: Một dầm bằng vật liệu có ứng suất pháp cho phép khi kéo 

[]k=3,5kN/cm2 và khi nén []n=11kN/cm2 chịu lực như trên hình 4-48a. Kiểm tra độ bền 

của dầm. 

Giải 

-     Vẽ biểu đồ mômen uốn (hình 4-48b) cho trị số Mx=4,5kNm. 

-     Tìm các đặc trưng hình học của mặt cắt ngang cần thiết để tính được các giá trị: 

mômen quán tính chính trung tâm, các giá trị ykmax và ynmax. 

Áp dụng các công thức tính các đặc trưng hình học của mặt cắt ngang ta được các trị 

số sau (hình 4-48c): 

Ix=370cm4;  ykmax=2,67cm;   ynmax=7,33cm 

-     Tính các giá trị max z
k và maxz

n: 

  22 /5,3/25,367,2.
370

1005,4
max cmkNcmkN

x

W

M
kk

x

x

A

k

z    

  22 /11/92,833,7
370

1005,4
max cmkNcmkN

W

M
nn

x

x

B

n

z 


   

Mx

M0=4,5kNm

x

a)

b)

16

A

2

B

2,67

7,33

1

x

y
8,92kN/cm

2

3,25kN/cm
2

 

Hình 4-48 
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So sánh với điều kiện bền (4-54) ta thấy dầm đủ bền theo ứng suất cho phép khi kéo, 

(bé hơn khoảng 7,1%) và đủ bền theo ứng suất nén cho phép (bé hơn khoảng 19%). Vậy 

dầm đủ bền. 

4.4.5.2.    Uốn ngang phẳng. 

Đối với dầm chịu uốn ngang phẳng, do trên mặt cắt ngang có cả ứng suất tiếp và ứng 

suất pháp nên tìm việc tìm vị trí nguy hiểm  và viết điều kiện bền có phức tạp hơn. Dựa 

vào biểu đồ phân bố ứng suất pháp và tiếp, dọc theo chiều cao ta thấy có ba loại trạng thái 

ứng suất (hình 4-49). 

A

C

B

C

A

min

max

max

x

A

A

B

C

C

 

Hình 4-49 

-     Ở các điểm ngoài mép, xa trục trung hòa nhất, ví dụ điểm A, trạng thái ứng suất 

là đơn (ứng suất pháp có giá trị lớn nhất (kéo hay nén), ứng suất tiếp bằng không. 

+    Điều kiện bền đối với vật liệu dẻo: 

  
x

x

z
W

M
max

     (4-57) 

+     Điều kiện bền đối với vật liệu giòn: 

 kk

x

xk

z
W

M
 max  

 nn

x

xn

z
W

M
 max     (4-58) 

-    Điểm trên trục trung hòa, ví dụ điểm B. Phân tố ở trạng thái trượt thuần túy (ứng 

suất pháp bằng không, ứng suất tiếp có giá trị lớn nhất). Điều kiện bền là: 

  max       (4-59) 

-     Những điểm có cả ứng suất tiếp và ứng suất pháp, ví dụ điểm C. Phân tố này ở 

trạng thái ứng suất phẳng nên để kiểm tra bền ta không thể làm như ở trạng thái ứng suất 

đơn. Độ bền của phân tố đang xét tương đương với độ bền của trạng thái ứng suất tương 

đương. Vậy điều kiện bền được viết là: 

  tđmax      (4-60) 

trong đó: tđ  là ứng suất tính toán tương đương cho trạng thái ứng suất phẳng đang 

xét. 

Để tìm quan hệ tđ  với các ứng suất đang xét ta đưa vào các giả thuyết. Mỗi giả 

thuyết căn cứ vào một đại lượng cơ học nào đó để suy diễn. Người ta gọi đó là các thuyết 

bền, ví dụ: Theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất. Ứng suất tính toán tương đương của 

một điểm C nào đó z(C) và C có dạng: 
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2

)(

2

)()( 4 CCzCtđ    

-    Theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng: 

2

)(

2

)()( 3 CCzCtđ    

-     Theo thuyết bền Mo (Mohr) 

2

)(

2

)()()( 4
2

1

2

1
CCzCzCtđ 





 





  

Hai thuyết bền đầu dùng cho vật liệu dẻo, thuyết bền của Mo dùng cho loại vật liệu 

giòn trong đó = k/n. 

Thực tế do trị số của ứng suất tiếp trong trường hợp dầm chịu uốn thường rất bé so 

với trị số ứng suất pháp nên nó thường bỏ qua. Do đó điều kiện bền (4-57), (4-58) gọi là 

điều kiện bền cơ bản khi uốn. 

Khi chọn kích thước của mặt cắt ngang hoặc xác định tải trọng cho phép đối với 

thanh chịu uốn ngang phẳng ta phải xuất phát từ điều kiện cơ bản (4-57), (4-58). Sau khi 

đã chọn được kích thước mặt cắt ngang hoặc tải trọng cho phép, nếu cần thiết ta mới kiểm 

tra điều kiện bền về trượt thuần túy và điều kiện bền khi có cả z và . Riêng trường hợp có 

cả z và  người ta thường quan tâm ở các mặt cắt chữ I ứng suất pháp và ứng suất tiếp đều 

khá lớn và người ta cũng chỉ quan tâm khi trên biểu đồ nội lực có các mặt cắt mà tại đó trị 

số lực cắt và mô men uốn đều lớn. 

Ví dụ 4-12:  Cho dầm chịu lực như trên hình 4-50. Chọn đường kính của dầm cho 

hai trường hợp: dầm có mặt cắt ngang không thay đổi, dầm có ba bậc (hình 4-51). Biết 

l=80cm, P=5000N, []=16000N/cm2. Bỏ qua trọng lượng bản thân. 

Giải 

*   Dầm có mặt cắt ngang không đổi: 

Theo điều kiện bền cơ bản (4-57) và 

công thức (4-55) ta có: 

0,1d3Mx max/[] 

trong đó:  Mx 

max=500080/4=105Ncm 

suy ra: 

 cmd 4
10161,0

10
3

3

5




  

Kiểm tra lại độ bền của dầm theo thuyết 

bền ứng suất tiếp lớn nhất: 

Trong trường hợp thanh tròn, ta có:  

  
F

Qy

3

4
max

max
 

trong đó:  N
P

Qy 2500
2

5000

2
max   

2
22

56,12
4

4

4
cm

d
F 


 

P/ 2

P/ 2l

4
P

l /2
l /2

P
BA

Hình 4-50 
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Theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất, ta có: 

 
  2/8000

2

16000

2
cmN


  

Vì  2/250
56,123

25004
max cmN




  

nên dầm đủ bền theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất: 250N/cm2<8000 N/cm2. 

*     Dầm ba bậc: 

Trị số d1, d2 sẽ được xác định từ điều kiện 

bền của từng đoạn tương ứng. 

-      Đối với đoạn giữa, tương tự như trên:  

Ncm
Pl

M x

510
4

805000

4
max 




 

ta xác định d1=4cm. 

-     Đối với đoạn ở hai đầu, mômen uốn 

lớn nhất trong mỗi đoạn là: 

Ncm
P

M x 75000
2

500030

2

30





 

từ điều kiện bền cơ bản (4-57) ta có: 

  16000

75000
1,0 3

2 


xM
d  

cmd 6,3
160001,0

75000
3

2 


   

Với kích thước chọn nếu kiểm tra bền theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất ta thấy 

vẫn thỏa mãn. Ở đây ta không kiểm tra bền theo (4-60), vì mặt cắt ngang là tròn. 

4.4.6.    Đường đàn hồi. 

4.4.6.1.    Định nghĩa. 

Trục dầm sau khi bị uốn trở thành đường cong được gọi là đường dàn hồi (hình 4-

52). Gọi K là một điểm nào đó trên trục dầm. Sau khi biến dạng K có vị trí K’ nào đó. Độ 

dài KK’ là chuyển vị của điểm K. Nếu chỉ xét bài toán uốn phẳng, chuyển vị đó có thể 

phân làm hai thành phần: thành phần theo phương y là v và thành phần theo phương z là w, 

còn thành phần theo phương x bằng không. Trong trường hợp biến dạng của dầm là bé rõ 

ràng thành phần w là vô cùng bé bậc cao so với v. Vì vậy ta có thể bỏ qua thành phần w và 

xem vị trí của điểm K sau khi biến dạng nằm trên đường thẳng vuông góc với trục dầm đi 

qua K với chuyển vị là v. Chuyển vị v được gọi là độ võng của dầm tại K và nó là hàm số 

đối với hoành độ z của mặt cắt ngang: v(z). 

d1

d2d2

400

M

300 200 300

l

4
P

1 5 P

= 2 0 P

1 5 P

Hình 4-51 



Bài giảng Cơ học ứng dụng Chương 4: Sức bền vật liệu 

GV: Trần Thị Thùy Linh Trang 132 

Như vậy phương trình của đường 

đàn hồi có thể viết là: 

y(z)=v(z)  

Bây giờ nếu từ K’ ta vẽ một 

đường thẳng tiếp tuyến với đường đàn 

hồi thì góc  giữa đường tiếp tuyến đó 

với đường nằm ngang (hình 4-52) bằng 

góc giữa các vị trí của mặt cắt ngang 

qua điểm K trước và sau khi dầm bị 

biến dạng  được gọi là chuyển vị góc 

của mặt cắt hay còn gọi là góc xoay. 

 Ta nhận thấy: 

tg    =y’(z)   

 (4-61) 

Vậy góc nghiêng của đường đàn 

hồi với trục dầm khi chưa biến dạng 

bằng góc xoay của mặt cắt ngang khi 

dầm bị biến dạng. 

Trong kĩ thuật khi tính toán dầm 

chịu uốn người ta khống chế để độ 

võng và góc xoay không vượt quá một giới hạn cho phép. Kiểm tra theo điều kiện đó gọi là 

tính toán theo điều kiện cứng. 

4.4.6.2.    Phương trình vi phân gần đúng của đường đàn hồi. 

Độ cong của trục dầm sau khi biến dạng được tính theo (4-46): 

x

x

EI

M




1
 

Mặt khác, vì đường đàn hồi được biểu diễn bằng hàm số y(z), nên độ cong của 

đường đàn hồi được tính theo công thức: 

 

   2/321

1

zy

zy







 

So sánh hai biểu thức trên ta được: 

 

   x

x

EI

M

zy

zy





2/321

 

Đó là phương trình vi phân tổng quát của đường đàn hồi. Bây giờ ta phải chọn dấu 

trong đẳng thức trên. Ta nhận thấy mẫu số của hai vế đều dương. Vậy chỉ cần chọn dấu của 

y’’(z) và Mx ở tử số sao cho phù hợp. 

Khảo sát một đoạn dầm bị uốn cong trong hai trường hợp như hình 4-53. Theo quy 

ước về hệ trục tọa độ và dấu của mô men uốn, từ hình vẽ ta thấy dấu của y’’ và Mx luôn 

luôn trái dấu nhau, nên phương trình vi phân tổng quát của đường đàn hồi sẽ có dạng: 

 

   x

x

EI

M

zy

zy





2/321

   (4-62) 

 Hình 4-52 

 

 

 

 
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Trong kỹ thuật góc xoay cho phép là một đại lượng rất bé so với đơn vị, do đó ta có 

thể bỏ qua đại lượng y’2 (bình phương của góc xoay). Từ đó phương trình vi phân của 

đường đàn hồi có dạng: 

 
x

x

EI

M
zy     (4-63) 

Trong đó tích số EIx được 

gọi là độ cứng của dầm khi uốn. 

Có nhiều phương pháp xác 

định đường đàn hồi hoặc độ 

võng, góc xoay tại mặt cắt bất kỳ 

của dầm chịu uốn. Mỗi phương 

pháp có những ưu và nhược 

điểm, tùy thuộc vào từng loại bài 

toán cụ thể. Trong phần này ta 

chỉ trình bày hai phương pháp. 

4.4.6.3.    Thuyết lập phương trình vi phân đường đàn hồi bằng phương pháp tích 

phân không định hạn. 

Phương pháp vi phân đường đàn hồi (4-63) là phương trình vi phân theo biến số z. 

Do đó theo (4-61) phương trình của góc xoay là: 

  Cdz
EI

M
zy

x

x    

Và phương trình đường đàn hồi là: 

  DCzdz
EI

M
dzzy

x

x    

Trong đó C và D là hằng số tích phân, được xác định từ các điều kiện liên kết và liên 

tục của dầm. 

Ví dụ 4-13:  Viết phương trình độ võng và góc xoay của dầm chịu lực như hình 4-54. 

Dầm có độ cứng EIx kông đổi. 

Giải 

Chọn hệ trục tọa độ như hình 4-54. Biểu thức mômen uốn tại mặt cắt ngang có hoành 

độ z là: 

Mx=-Pz  (a) 

Phương trình vi phân gần đúng của 

đường đàn hồi: 

xEI

Pz
zy  )(   (b) 

Phương trình góc xoay nhận được bằng 

cách tích phân một lần biểu thức (b): 

C
EI

Pz
zyz

x


2

)()(
2



  (c) 

tích phân biểu thức (c) ta được phương tình đàn hồi: 

z

y

M  >0x

y"<0



a)
z

y y">0


b)

' 

M  <0x

Góc  tăng 

’>0 

y”>0 

Góc  

giảm 

’<0 

y”<0 

Hình 4-53 

P

O

A

y

z

l

B

z

 Hình 4-54 
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  DCz
EI

Pz
zy

x


6

3

  (d) 

Các hằng số tích phân C, D được xác định từ điều kiện sau: 

Tại z=l độ võng và góc xoay đều bằng không, vì liên kết là ngàm, tức: 

(l)=y’(l)=0, y(l)=0  (e) 

Khi thay (e) vào (c) và (d) ta nhận được: 

xEI

Pl
C

2

2

 ;  
xEI

Pl
D

3

3

  

Cuối cùng phương trình góc xoay và độ võng có dạng: 

xx EI

Pl

EI

Pz
z

22
)(

22

 ;   
xxx EI

Pl

EI

zPl

EI

Pz
zy

326
)(

323

 . 

Từ đó ta tính được độ võng và góc xoay tại đầu tự do A (z=0): 

x

A
EI

Pl

2

2

 ;  
x

A
EI

Pl
y

3

3

  

Dấu “-“ trong biểu thức góc xoay chứng tỏ góc xoay tại mặt cắt A quay ngược chiều 

kim đồng hồ, còn dấu “+” trong biểu thức độ võng chứng tỏ độ võng hướng xuống dưới. 

Kết quả đó là cách chọn hệ trục tọa độ.  

4.4.6.4.    Phương pháp đồ toán (phương pháp tải trọng giả tạo). 

Quan hệ vi phân giữa lực cắt Qy, mô men uốn Mx với tải trọng phân bố có dạng: 

y
x Q

dz

dM
 ;  zq

dz

Md x 
2

2

 

Rõ ràng từ cường độ tải trọng phân bố q(z)  ta có thể tính được lực cắt Qy bằng cách 

tích phân một lần và mô men uốn Mx bằng cách lấy tích phân hai lần. Phần trên khi tính 

lực cắt và mô men uốn tại các mặt cắt bất kỳ ta sử dụng phương pháp mặt cắt mà không 

dùng phương pháp lấy tích phân. 

Theo phương pháp lấy tích phân không định hạn trên, muốn tìm góc xoay ta tích 

phân một lần, tìm độ võng ta tích phân hai lần phương trình vi phân gần đúng của đường 

đàn hồi (4-63). Ta đặt y’’(z) bằng một tải trọng giả tạo mới nào đó. Kí hiệu qgt=y’’(z)=-

Mx/EIx. 

Bằng phương pháp mặt cắt ta xác định được góc quay và độ võng tại một mặt cắt nào 

đó, tương ứng với lực cắt giả tạo và mô men uốn giả tạo tại mặt cắt đó. Có nghĩa: 

-    Góc xoay là  (z)=y’(z)=Qgt 

-    Độ võng là   y(z)=Mgt 

trong đó Qgt - lực cắt giả tạo,   Mgt - mô men uốn giả tạo. 

Nghĩa là đồ thị góc xoay và đường đàn hồi của dầm thực trùng với biểu đồ lực cắt 

giả tạo và biểu đồ mô men uốn giả tạo. 

Vấn đề còn lại là tải trọng giả tạo phải đặ lên một dầm giả tạo như thế nào để đảm 

bảo được điều kiện trên. 
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Để đồ thị độ võng và góc xoay của dầm thực phải hoàn toàn trùng với biểu đồ mô 

men uốn giả tạo trong dầm giả tạo thì giữa các điều kiện liên kết của dầm thực và dầm giả 

tạo phải có sự tương ứng (hình 4-55). 

Khi xác định lực cắt giả tại và mô men uốn giả tạo, ta cần biết diện tích và trọng tâm 

của một số đường cong bậc hai. Bảng 4-2 cho diện tích và trọng tâm của một số biểu đồ. 

 

Dầm thực Dầm giả tạo 

y’0 

y=0 

y’0 

y=0 

Qgt0 

Mgt=0 

Qgt0 

Mgt=0 

y’=0 

y=0 

Qgt0 

Mgt0 

Qgt=0 

Mgt=0 

y’0 

y0 

y’0 

y0 

y’0 

y=0 

y’0 

y=0 

Qgt0 

Mgt0 

Qgt0 

Mgt=0 

Qgt0 

Mgt=0 

y’0 

y0 

y’0 

y=0 

y’0 

y=0 

y’0 

y0 

Qgt0 

Mgt0 

Qgt0 

Mgt=0 

Qgt0 

Mgt=0 

Qgt0 

Mgt0 

A B

Hình 4-55 
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Bảng 4-2 

Hình 
Diện 

tích 

Tọa độ trọng tâm 

zC 

 

3

2 fl

 
2

l
 

 

3

2 fl

 
8

3l
 

 

3

fl
 

4

l
 

 

1n

fl

 
2n

l
 

Ví dụ 4-14:  Tìm độ võng và góc xoay tại đầu tự do của dầm chịu lực như hình 4-

56a. Độ cứng của dầm EIx không đổi. 

Giải 

Vẽ biểu đồ mổmn uốn trên dầm thực hành (hình 4-56b). Chọn dầm giả tạo (hình 4-

56c) sau đó đặt lực giả tạo. Vì qgt=-Mx/EIx, nếu Mx âm thì qgt dương, với quy ước của 

chúng ta , chiều dương của qgt hướng lên trên thì sơ đồ lực giả tạo đặt lên dềm giả tạo như 

hình 4-56c. Độ võng và góc xoay tại đầu A của dầm thực là trị số mômen uốn giả tạo và 

lực cắt giả tạo do qgt gây nên trên dầm giả tạo, ta có: 

Đường cong bậc n 
f

z C

l

C

Đường cong bậc 2 f

z C

l

C

f

z C
l

C

Đường cong bậc 2 

z C
l

C

f
Đường cong bậc 2 
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xx

AgtA
EI

Pll

EI

Pl
yQ

22

2

  

xx

AgtA
EI

Pl
l

EI

Pl
yM

33

2

2

32

  

Dấu “-“ chứng tỏ góc xoay ngược chiều 

kim đồng hồ. Dấu “+” chứng tỏ độ võng hướng 

xuống dưới. 

4.4.7.     Dầm siêu tĩnh. 

Dầm siêu tĩnh là dầm mà các phản lực liên 

kết đặt lên nó không thể xác định nhờ các 

phương trình cân bằng tĩnh học. 

 

Hình 4-57 

Các dầm có sơ đồ như hình 4-57a,b là các dầm tĩnh định vì đối với mỗi dầm chỉ có 

ba thành phần phản lực ( AZ


, AY


, BY


). Các dầm có sơ đồ như trên hình 4-57c,d là các dầm 

siêu tĩnh vì đối với mỗi dầm có ba phương trình cân bằng tĩnh học chứa bốn thành phần 

tĩnh học ( AZ


, AY


, BY


, CY


). Bậc siêu tĩnh của các dầm này bằng k=4-3=1. Các dầm có sơ đồ 

như hình 4-57e,f có bậc siêu tĩnh bằng hai vì mỗi dầm có năm thành phần phản lực được 

Hình 4-56 

P

A l

B

a)

A

b)

c)

B

BA

Mx=-Pz
Mx=Pl

Qgt=
PL

EIx
=

Pz

EIx

q
(z)

gt

A B

Z A

Y A Y B

a)
A

Z A

Y A

b)

M A

A C

Z A

Y A Y C

c)
A

Z A

Y A

d)

M AB

Y B

B

Y B

A D

Z A

Y A Y D

e)
A

Z A

Y A

f)

M AC

Y C

B

Y B

B

Y B

Z B
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chứa trong ba phương trình cân bằng tĩnh học (
AZ


, 
AY


,
BY


, CY


, 
DY


) đối với trường hợp e 

và ( AZ


, AY


, AM


BY


, BZ


) đối với trường hợp f. Bậc siêu tĩnh k=5-3=2. Từ các ví dụ nêu 

trên ta suy ra công thức tổng quát tính bậc siêu tĩnh của một dầm như sau:  

 k=n-3    (4-64) 

Có nhiều phương pháp giải dầm siêu tĩnh. Trong giáo trình này chỉ trình bày cách 

giải như đã nêu trong chương kéo - nén, xoắn. Theo phương pháp này ta bỏ bớt các liên kết 

của dầm siêu tĩnh cho trước để được dầm tĩnh định, không bị biến dạng hình học. Dầm này 

gọi là dầm cơ bản. 

Trên dầm cơ bản ta đặt các tải trọng đã cho và các phản lực chưa biết của các liên kết 

‘‘thừa’’ bỏ đi, sau đó tính điều kiện chuyển vị tại các mặt cắt đó gây nên do tải trọng đã 

cho và phản lực chưa biết (nếu chuyển vị là lực thì ta tính chuyển vị thẳng, nếu phản lực là 

mô men thì ta tính chuyển vị là góc xoay). Nhờ các điều kiện chuyển vị tại các mặt cắt đã 

bỏ liên kết thừa đó ta nhận được các phương trình xác định các phản lực chưa biết ở các 

liên kết thừa. Số phương trình bằng số bậc siêu tĩnh. Bằng cách như vậy ta xác định được 

tất cả các ngoại lực. 

Ví dụ 4-15:  Cho một dầm chịu lực như hình 4-58a. Vẽ biểu đồ mômen uốn Mx và 

lực cắt Qy, biết độ cứng EI=const.. 

Giải 

Đây là dầm siêu tĩnh bậc 1. Trước hết ta hãy chọn dầm cơ bản. 

*   Cách chọn thứ nhất:  Chọn dầm cơ bản như hình 4-58b. Ta bỏ liên kết thừa tại B, 

phản lực liên kết là YB. 

-    Đặt tải trọng đã cho và phản lực chưa biết YB 

lên dầm cơ bản (hình 4-58). 

-   Phản lực YB được tính từ điều kiện: chuyển vị 

thẳng đứng tại B trên dầm cơ bản bằng không. Ta có: 

    0 BBBB YyPyy


 (a)  

Tính theo phương pháp đồ toán ta có: 

 
EI

Pa
PYB

6

5 3

    (b) 

 
EI

aY
YY B

BB
3

8 3




  (c) 

thay (b), (c) vào (a) ta được: 

0
3

8

6

5
33


EI

aY

EI

Pa B PYB
16

5
  

Biểu đồ lực cắt Q và mômen M được vẽ trên hình 

4-58d,e. 

*   Cách chọn thứ hai:  Chọn dầm cơ bản như 

hình 4-59b. Ta thay ngàm A bằng gối tựa cố định, do 

đó tại A sẽ có một phản lực MA chưa biết. Phản lực này 

được xác định nhờ điều kiện góc xoay tại A do lực tác 

dụng P và mômen phản lực MA gây ra bằng không. Điều kiện góc xoay tại ngàm A bằng 

không, ta có: 

A=A(P)+ A(MA)=0 (a) 

b)

c) P

B

YB

d)
33P/48

15P/48

e)
15Pa/48

15Pa/48

P

B
A

a a

a)

Hình 4-58 
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Theo phương pháp đồ toán ta có: 

EI

Pa
PA

4
)(

2

    (b) 

EI

aM
M A

AA
3

2
)(   (c) 

thay (b), (c) vào (a) ta được:  

0
3

2

4

2


EI

aM

EI

Pa A  
8

3Pa
M A   

Dấu “-“ chứng tỏ mômen phản lực MA có 

chiều ngược lại so với chiều chọn ở trên (hình 4-

59b). Biểu đồ lực cắt và mômen uốn được vẽ trên 

4-59d,e. 

Qua ví dụ ta thấy, ứng với một dầm siêu 

tĩnh có thể chọn nhiều dầm cơ bản. Dầm cơ bản 

nào giúp tính toán nhanh chóng, đơn giản nhất 

được gọi là dầm cơ bản hợp lí. 

4.5.    THANH CHỊU LỰC PHỨC TẠP. 

Khi trên mặt cắt ngang của thanh xuất hiện 

nhiều thành phần nội lực, ta gọi thanh đó là thanh 

chịu lực phức tạp. Để thiết lập các công thức về 

ứng suất, biến dạng ta sẽ áp dụng ‘‘nguyên lí 

cộng tác dụng’’ đó là: ứng suất, biến dạng do 

nhiều yếu tố gây ra đồng thời trên một thanh 

bằng tổng ứng suất hay biến dạng do từng yếu tố một gây ra trên thanh đó. 

Trong bài toán về chịu lực phức tạp, ảnh hưởng của lực cắt đến độ bền thường là nhỏ 

ta có thể bỏ qua, nên không đề cập trong phần này. Khi cần kể đến ảnh hưởng của nó ta 

vẫn sử dụng theo nguyên lí cộng tác dụng. 

Trong thực tế ta thường gặp một số bài toán chịu lực tác dụng sau: 

4.5.1.    Thanh chịu uốn xiên. 

4.5.1.1.    Định nghĩa. 

Một thanh gọi là chịu uốn xiên khi trên mặt cắt ngang có hai thành phần nội lực là 

Mx và My nằm trong các mặt phẳng quán tính chính trung tâm của mặt cắt ngang (hình 4-

60). Khi chú ý đến lực cắt trên mặt cắt ngang có thể có các thành phần nội lực Mx, Qy, My  

và  Qx. 

P

B
A

a a

a)

P

B

b)

P

B

c)

MA

MA

YB

5

16
P

1 1
16

P

d)

d)

5 P a

16
5 P a

16

Hình 4-59 
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Hình 4-60 

Gọi M


là véc-tơ tổng của các véc-tơ xM


, yM


, ta có: 

22

yx MMM   

Mô men uốn M nằm trong mặt phẳng V, chứa trục z, nhưng không trùng với một mặt 

phẳng quán tính chính trung tâm nào. Giao tuyến của mặt phẳng này với mặt phẳng cắt 

ngang gọi là đường tải trọng. Trong uốn xiên đường tải trọng đi qua trọng tâm nhưng 

không trùng với một trục quán tính chính trung tâm nào (hình 4-60b). 

4.5.1.2.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Theo nguyên lý cộng tác dụng, ứng suất pháp tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt ngang 

có tọa độ x,y được tính theo công thức : 

x
I

M
y

I

M

y

y

x

x

z     (4-65) 

Trong đó quy ước: Mx được coi là dương khi làm căng phần chiều dương của trục y 

và My được coi là dương khi làm căng phần chiều dương của trục x. 

Trong kĩ thuật người ta dùng công thức sau để không cần chú ý đến dấu Mx, My, tọa 

độ x, y. 

x
I

M
y

I

M

y

y

x

x

z      (4-66) 

Trong đó các giá trị đều lấy trị số tuyệt đối. Còn lấy dấu ‘‘+’’ hoặc dấu  ‘‘-’’ trước 

mỗi số hạng tùy theo các mô men uốn Mx và My gây ra ứng suất kéo hay nén ở điểm đang 

xét. 

Nếu gọi  là góc của đường tải trọng hợp với trục x (hình 4-60b) thì phương của 

đường tải trọng được xác định theo công thức: 

y

x

M

M
tg   

Suy ra  Mx=Msin; My=Mcos  

Góc   được gọi là dương khi quay từ chiều dương trục x đến chiều dương trục y gặp 

đường tải trọng. 

4.5.1.3.    Vị trí trung hòa. 

Đường tải 

trọng 

Mặt phẳng tải 

trọng 

M y

M x

x

y

z

M

M y

V

M x

M

a) b)

x

y

z
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Từ (4-65) phương trình đường trung hòa là: 

0 x
I

M
y

I

M

y

y

x

x    (4-67) 

Hay  y=x.tg    (4-68) 

Trong đó  
y

x

x

y

I

I

M

M
tg   hay 

y

x

I

I

tg
tg




1
   (4-69) 

Vậy đường trung hòa là một đường thẳng đi qua trọng tâm của mặt cắt ngang và 

không vuông góc với đường tải trọng như trong uốn phẳng. Từ biêu thức (4-69) ta rút ra 

một nhận xét là đối với mặt cắt ngang có vô số hệ trục quán tính chính trung tâm như hình 

tròn, các đa giác đều cạnh, … thì không xãy ra hiện tượng uốn xiên phẳng. Vì khi đó 

dường tải trọng sẽ trùng với một trục quán tính chính trung tâm, còn đường trung hòa sẽ 

trùng với một trục quán tính chính trung tâm thứ hai vuông góc với đường tải trọng, đối 

với các hình này Ix= Iy nên tgtg=1. Bài toán khi đó chỉ là uốn phẳng. 

4.5.1.4.    Biểu đồ ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Theo (4-65) mặt ứng suất là mặt phẳng, 

nên ứng suất pháp phân bố đều trên đường 

thẳng song song với đường trung hòa. Do đó 

ta có thể vẽ biểu đồ phân bố ứng suất pháp 

trên mặt cắt ngang trong hệ tọa độ như hình 

4-61. Trục tung là đường trung hòa, trục 

hoành vuông góc với đường trung hòa. 

4.5.1.5.    Điều kiện bền. 

Từ biểu đồ phân bố ứng suất pháp trên 

mặt cắt ngang ta thấy điểm nguy hiểm là các 

điểm xa đường trung hòa nhất về phía kéo 

hoặc phía nén. Trạng thái ứng suất của điểm 

nguy hiểm là trạng thái ứng suất đơn. Vậy 

điều kiện bền có dạng: 

-    Đối với vật liệu dẻo: 

  
max

     (4-70) 

-    Đối với vật liệu giòn: 

 k 
max

    (4-71) 

 n 
min

     (4-72) 

trong đó: 

k

y

y

k

x

x
x

I

M
y

I

M
max      (4-73) 














 n

y

y

n

x

x
x

I

M
y

I

M
min      (4-74) 

xk, yk là tọa độ của điểm chịu kéo cách xa đường trung hòa nhất; xn, yn là tọa độ của 

điểm chịu nén cách xa đường trung hòa nhất. 

min

max

y

x

CD

A B

O



Đường 

trung hòa 

Hình 4-61 
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Nếu mặt cắt ngang của thanh là những mặt 

cắt có thể nội tiếp trong hình chữ nhật có dạng như 

trên hình 4-62 thì: 

 maxxxx nk  , khi đó: maxyyy nk   

minmax    

y

y

x

x

W

M

W

M
max     (4-75) 

Trong đó: 

maxy

I
W x

x  ; 
maxx

I
W

y

y     (4-76) 

Trường hợp này điều kiện sẽ là: 

-    Đối với vật liệu dẻo: 

 
y

y

x

x

W

M

W

M
    (4-77) 

-    Đối với vật liệu giòn: 

 k
y

y

x

x

W

M

W

M
    (4-78) 

Từ điều kiện bền trên ta suy ra bài toán cơ bản sau: 

-    Kiểm tra bền theo (4-71) hoặc (4-72) hoặc (4-73). 

-    Tìm tải trọng cho phép. Gọi [Pi] là tải trọng suy rộng cho phép (tải trọng tập 

trung, tải trọng phân bố, mô men tập trung hay mô men phân bố), thì tại mặt cắt nguy hiểm 

ta có: 

Mx =k1[Pi]; My =k2[Pi] 

k1, k2 là các hằng số. Từ điều kiện bền, ví dụ theo (4-77), đầu tiên ta có thể tính theo 

công thức: 

 
yx

x

CMM
W


     (4-79) 

trong đó:   
y

x

W

W
C       (4-80) 

Đối với hình chữ nhật có chiều cao h và bề rộng b thì C=b/h. 

Đối với mặt cắt hình chữ I lúc đầu có thể lấy C=8, và hình chữ U lấy C=6; sau đó 

kiểm tra tính toán lại. 

Ví dụ 4-16:  Cho dầm chịu lực như hình 4-64. Xác định số hiệu mặt cắt dầm thép 

chữ I, vị trí đường trung hòa. Cho P=2400N; q=4000N/m; l=2m; =300; []=16000N/cm2. 

Giải 

Mặt cắt nguy hiểm tại ngàm có: 

Hình 4-62 
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NmPl
ql

M x 12160886,022400
2

44000
cos

2

2




   

My=Plsin=2400.2.0,5=2400Nm 

Thử lần thứ nhất ta thấy C=8. 

Theo công thức (4-79): 

 
3196100

16000

2400812160
cm

CMM
W

yx

x 








 

Ta chọn mặt cắt I số 20 có các trị số nhỏ hơn và 

gần nhất Wx=184cm3; Wy=23,1cm3. 

Thử lại: 

minmax   ;  

2

max /17000
1,23

240000

184

1216000
cmN

W

M

W

M

y

y

x

x 

 

Vì   

 

 
 

%5%2,6100
16000

1600017000
100max 









 

do đó ta lấy mặt cắt số 20a có: 

Wx=203cm3, Wy=28,2cm3 

Khi đó  

2

max /14500
2,28

240000

203

1216000
cmN

W

M

W

M

y

y

x

x   

ứng suất nhỏ hơn: 

Vì giữa thép có số hiệu 20 và 20a không còn số hiệu nào khác nên ta chọn dầm thép 

có số hiệu 20a. 

Xác định vị trí trung hòa. Tra bảng với I (20a) ta có Ix=2030cm4; Iy=155cm4. Do đó 

tại mặt cắt ngàm, phương của đường trung hòa là: 

58,2
12160155

24002030

max

max







xy

yx

MI

MI
tg  hay =+68050. 

4.5.1.6.    Độ võng và góc xoay. 

Độ võng và góc xoay tổng hợp của mặt cắt nào đó bằng tổng hình học độ võng và 

góc xoay do các thành phần mômen uốn tác dụng trong các mặt phẳng quán tính chính 

trung tâm của dầm, ta có: 

22

yx fff      (4-81) 

22

yx        (4-82) 

Hình 4-63 
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Trong đó: fx, fy là độ võng theo phương trục x do My gây nên và theo phương trục y 

do Mx gây nên, x và y là góc xoay của mặt cắt xoay quanh trục x do My gây nên và xoay 

quanh trục y do Mx gây nên. 

Phương của độ võng tổng hợp f so với trục tại một mặt cắt là: 

y

y

f

f
tg      (4-83) 

 4.5.2.   Uốn và kéo - nén đồng thời. 

4.5.2.1.    Định nghĩa. 

Một thanh gọi là chịu uốn và kéo - nén đồng thời khi 

trên mặt cắt ngang của thanh có các thanh có các thành phần 

nội lực là lực dọc Nz, mô men uốn Mx, My. Nếu kể đến lực cắt 

do uốn thì trên mặt cắt có Nz, Qy, Mx, My, Qz (hình 4-64). 

4.5.2.2.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Ứng suất pháp tại một điểm trên mặt cắt ngang được 

xác định theo công thức: 

x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz
z     (4-84) 

Hoặc  









 x

iN

M
y

iN

M

F

N

xz

y

xz

xz
z 22

1    (4-85) 

Trong đó: F - diện tích mặt cắt ngang; ix, iy - bán kính quán tính chính FIi xx / ; 

FIi yy / ; Ix, Iy - mô men quán tính chính trung tâm của mặt cắt ngang, x và y - tọa độ 

của điểm tính ứng suất. 

Dấu của Nz theo quy ước như trong uốn xiên. 

Công thức kĩ thuật có dạng: 

x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz

z   

  (4-86) 

Trong đó các giá trị đều lấy giá trị tuyệt 

đối. Còn lấy dấu “+” hoặc “-” trước mỗi số hạng 

tùy theo lực dọc là kéo hay nén và các mô men 

uốn Mx và My gây ra ứng suất kéo hay nén ở 

điểm đang xét. 

4.5.2.3.    Vị trí đường trung hòa. 

Từ (4-84) ta suy ra phương trình đường 

trung hòa là: 

0 x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz    

 (4-87) 

4.5.2.4.    Biểu đồ ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

x

y

z

M y

M x

O

N z

Hình 4-64 

max

y

x

CD

A B

O

N/F

Đường  

trung hòa 

Hình 4-65 
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Tương tự như trong uốn xiên do mặt cắt ứng suất là phẳng, nên ứng suất pháp phân 

bố điều trên đường thẳng song song với đường trung hòa. Biểu đồ phân bố ứng suất được 

vẽ như trên hình 4-65. 

4.5.2.5.    Điều kiện bền. 

Từ biểu đồ phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt ngang, ta thấy điểm nguy hiểm là các 

điểm ở chu vi, xa đường trung hòa nhất về phía kéo hoặc phía nén. Trạng thái ứng suất của 

điểm nguy hiểm là trạng thái ứng suất đơn. Vậy điều kiện bền là: 

-    Đối với vật liệu dẽo: 

     
max

     (4-88) 

-    Đối với vật liệu giòn: 

    k 
max

 

   n 
min

      (4-89) 

trong đó:  x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz
max   (4-90) 

x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz
min    (4-91) 

 xk, yk là tọa độ của điểm chịu kéo cách xa đường trung hòa nhất. 

 xn, yn là tọa độ của điểm chịu nén cách xa đường trung hòa nhất. 

Nếu mặt cắt ngang của thanh có dạng như trên hình 4-62 thì lí luận tương tự như 

trong uốn xiên ta có: 

  
y

y

x

xz

I

M

I

M

F

N
max   

 (4-92) 

  
y

y

x

xz

I

M

I

M

F

N
min   

 (4-93) 

4.5.3.    Kéo - nén lệch tâm. 

4.5.3.1.    Định nghĩa. 

Kéo - nén lệch tâm là trường hợp ngoại lực có 

phương song song với trục thanh, nhưng điểm đặt ở ngoài 

trọng tâm mặt cắt ngang (hình 4-66). 

Trong trường hợp tổng quát khi tải trọng đặt lệch tâm, 

thanh hình lăng trụ sẽ chịu lực kéo hoặc nén và uốn xiên 

thuần túy. Nội lực trên mặt cắt ngang thu gọn thành lực dọc 

có trị số:  Nz=P 

Mô men uốn  Mx=Pyp; My=Pxp   (4-94) 

Trong đó: xp, yp là tọa độ điểm đặt lực P trong hệ trục 

quán tính chính trung tâm. 

x
y

xy

P xy

M y

M x

Hình 4-66 
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Về phương diện tính toán ứng suất, ta thấy bài toán kéo - nén lệch tâm chỉ là một 

trường hợp của uốn và kéo - nén đồng thời. Do đó các kết quả nhận được từ trường hợp 

uốn và - nén đồng thời đều được áp dụng ở đây (hình 4-66). 

4.5.3.2.    Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang. 

Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang có giá trị: 

x
I

M
y

I

M

F

N

y

y

x

xz
z      (4-95) 

Thay giá trị Mx, My theo (4-94) ta được: 
















22
1

x

p

y

p

z
i

yy

i

xx

F

P
      (4-96) 

4.5.3.3.    Phương trình đường trung hòa. 

01
22


x

p

y

p

i

yy

i

xx
      (4-97) 

Từ tính chất đường trung hòa có thể nằm ngoài mặt cắt ngang, ta luôn tìm được một 

diện tích có chứa trọng tâm, sao cho lực đặt trong diện tích đó thì mặt cắt ngang chỉ chịu 

lực kéo hoặc chỉ chịu nén. Diện tích đó được gọi là lõi của mặt cắt (lõi tiết diện). 

4.5.4.    Xoắn và uốn đồng thời. 

4.5.4.1.    Định nghĩa. 

Một thanh gọi là xoắn và uốn đồng thời. Khi trên mặt cắt ngang của thanh có hai 

thành phần nội lực là mô men xoắn và mô men uốn (khi kể đến ảnh hưởng của lực cắt Q 

do uốn thì có thêm thành phần lực cắt) (hình 4-67). 

x

y

z

M x M z

M y

     

   Hình 4-67          Hình 4-68  

4.5.4.2.    Ứng suất trên mặt cắt ngang tròn. 

Trên mặt cắt ngang của thanh có hai thành phần ứng suất: 

Ứng suất pháp do mô men gây nên trường hợp uốn phẳng hoặc uốn xiên, và ứng suất 

tiếp do mô men xoắn gây nên phân bố như trường hợp xoắn thuần túy (bỏ qua ảnh hưởng 

của lực cắt Q). 

4.5.4.3.    Điều kiện bền. 

Điểm nguy hiểm trên mặt cắt nguy hiểm là giao điểm của đường tải trọng với chu vi: 

điểm A hoặc B (hình 4-68). Tại đó ứng suất pháp và tiếp có giá trị: 

x

y

z

V

u
B

Mu

A
M z

u



Đường trung hòa 
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u

yx

u

u

W

MM

W

M
22

max


     (4-98) 

p

z

W

M
max         (4-99) 

Vì phân tố ở trạng thái ứng suất phẳng nên điều kiện bền có dạng: 

  maxtđ        (4-100) 

Trong đó ứng suất tương đương được tính theo một thuyết bền thích hợp. Theo 

thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất ta có: 

22 4 tđ  thay các giá trị của  và  theo (4-98), (4-99) và chú ý Wp=2Wu, ta 

có: 

u

tđ

u

zyx

W

M

W

MMM





222

max  

Với  222

zyxtđ MMMM      (4-101) 

Theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng: 

u

tđ

u

zyx

W

M

W

MMM





222

22

max

75,0
3  

Với  222 75,0 zyxtđ MMMM       (4-102) 

Theo thuyết bền Mo ta có: 

22 4
2

1

2

1






 





tđ  

Hay  
u

tđ

u

zyxyx
W

M

W
MMMMM 
















1

2

1

2

1 22222

max


  

Với  22222

2

1

2

1
zyxyxtđ MMMMMM 








    (4-103) 

 
 n

k




   

Tóm lại điều kiện bền được viết gọn dưới dạng: 

  
u

tđ
tđ

W

M
     (4-104) 

trong đó   31,0 dWu   

Mtđ được tính theo các thuyết bền thích hợp (4-102), (4-103), (4-104). 

Ví dụ 4-17:  Một trục truyền bằng thép chịu lực như trên hình 4-69. Trọng lượng puli 

G=3kN, công suất và số vòng quay của moto là N=50kW, n=500 vòng/phút. Kiểm tra bền 

trục theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dán biết []=12kN/cm2. 
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Giải 

 

Sơ đồ chịu lực của trục biểu diễn trên hình 4-69, trong đó: 

srad
n

/4,52
30




  

kNcmNm
N

M 5,9510.955,0
4,52

10.5 3
3




 

Lực căng dây đai được xác định theo diều kiện cân bằng của mômen xoắn: 

222

111 DtDtDT
M   

Rút ra kN
D

M
t 38,2

80

5,9522
1 


 ; T1=2t1=22,38=4,76kN 

  P=T1+t1=4,76+2,38=7,14kN 

Ứng suất tương đương tính theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng sẽ bằng: 

Biểu đồ 

Mz 

Biểu đồ 

Mx 

Biểu đồ 

My 

75kNcm

178kNcm

500 500

A B

Ø60

D=800

T1=2t1

2t1

z

y x

A

C

P=7,14kN

500

500

M=95,5kNcm

G=3kN

M=95,5kNcm

M=95,5kNcm

a)

b)

c)

d)

Hình 4-69 
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3

222

1,0

75,0

d

MMM

W

M zyx

x

td

td



  

Mặt cắt nguy hiểm tại C về phía CB, tại đó: 

kNcm
Gl

M x 75
4

1003

4



 ; kNcm

Pl
M y 178

4

10014,7

4



  

Mz=95,5kNcm 

Các biểu đồ nội lực được biểu diễn trên các hình 4-69b, c,d. 

Thay số vào ta được: 

  22

3

222

/12/72,9
61,0

5,9575,017875
cmkNcmkNtd 




   

Vậy trục thỏa mãn điều kiện bền. 

4.5.5.   Thanh chịu lực tổng quát. 

Một thanh gọi là chịu lực tổng quát khi trên mặt cắt ngang của nó có đầy đủ 6 thành 

phần nội lực. Theo nguyên lí cộng tác dụng, ứng suất pháp trên mặt cắt ngang do các thành 

phần nội lực là lực dọc Nz, mô men uốn Mx, My còn ứng suất tiếp do các thành phần nội 

lực là mô men xoắn Mz, lực cắt Qx, Qy. Việc kiểm tra điều kiện bền thanh chịu lực tổng 

quát được tiến hành theo trình tự sau: 

-    Chọn điểm nguy hiểm hoặc nghi ngờ nguy hiểm trên mặt cắt nguy hiểm hay các 

mặt cắt nghi ngờ nguy hiểm. Điểm nguy hiểm là điểm có ứng suất tương đương lớn nhất 

được tính theo thuyết bền nào đó. 

-    Viết điều kiện bền. 

Ví dụ 4-18:  Kiểm tra bền trong hộp giảm tốc (4-70) biết. Biết P=5,26kN; T=1,7kN; 

R=1,58kN; d1=4,62cm; d2=6,30cm; l=24cm.  

Vật liệu có ứng suất cho phép []=16kN/cm2. 

Giải 

Tìm sơ đồ chịu lực của thanh bằng cách đưa các lực tác dụng về trọng tâm mặt cắt, 

sơ đồ chịu lực của trục vít được trình bày trên hình 4-71a. 

 

Hình 4-70 
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Vẽ các biểu đồ nội lực để xác định được mặt cắt nguy hiểm hoặc nghi ngờ nguy 

hiểm. Biểu đồ nội lực được vẽ trên các hình 4-71b, c, d, e (bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt 

Qx, Qy). Dựa vào biểu đồ nội lực ta thấy ngay mặt cắt ngang thuộc phần AC là mặt cắt 

ngang nguy hiểm. Trên mặt cắt ngang này các nội lực có giá trị: 

Nz=P=5,26kN; Mx=18,50kNcm; My=9,48kNcm. 

Xác định điểm nguy hiểm, phân tích trạng thái ứng suất của điểm nguy hiểm. 

Ta biết dưới tác dụng của mômen xoắn, ứng suất tiếp có trị số lớn nhất ở các điểm 

ngoài chu vi. 

2

3max /25,0
)62,4.(2,0

98,4
cmkN

W

M

p

z   

Ứng suất pháp do lực dọc Nz, mômen uốn Mx có trị số: 

 

   

 

2

3

22

2

22

max

/79,110,231,0

62,41,0

48,950,18

4

62,414,3

26,5

cmkN

W

MM

F

N

x

yxz











  

 

   

 

2

3

22

2

22

min

/41,210,231,0

62,41,0

48,950,18

4

62,414,3

26,5

cmkN

W

MM

F

N

x

yxz











 

Đó là hai giao điểm của đường tải trọng do Mx, My gây nên với chu vi. 

Vì vật liệu là dẻo nên ta chọn 

điểm nguy hiểm là điểm có: 

max=2,41kN/cm2 

max=0,25kN/cm2 

Tính toán theo yêu cầu. Để kiểm 

tra bền trục vít ta dựa vào một thuyết 

bền nào đó. Ví dụ, theo thuyết bền ứng 

suất tiếp lớn nhất: 

   

  22

22

22

/16/461,2

25,0441,2

4

cmkNcmkN

td











Hoặc theo thuyết thế năng biến đổi 

hình dáng:  

   

  22

22

22

/16/44,2

25,0341,2

3

cmkNcmkN

td











 

Vậy trục đủ bền. 

 

  

 

 

2/2Rd

 

2/2Pd

 

 

 

Hình 4-71 
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CÂU HỎI ÔN TẬP 

1.  Nêu các khái niệm về nội lực, ứng suất, ứng suất pháp, ứng suất tiếp? Biến 

dạng dài tuyệt đối, biến dạng dài tỷ đối, biến dạng góc? 

2.  Các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang? Cách xác định các thành nội 

lực? 

3.  Trình bày quan hệ giữa các thành nội lực theo ứng suất? 

4.  Thế nào gọi là thanh chịu kéo –nén đúng tâm? 

5.  Ứng suất cho phép là gì? Cách xác định giá trị ứng suất cho phép đối với 

vật liệu dẻo, giòn? 

6.  Thiết lập công thức tính độ giãn dài tuyệt đối của thanh chịu kéo –nén. Nêu 

cách xác định các đặc trưng cơ học của vật liệu? 

7.  Thế nào gọi là thanh chịu xoắn thuần túy? Trình bày cách kiểm tra theo 

điều kiện bền, điều kiện cứng cho thanh tròn chịu xoắn thuần túy? 

8.  Thế nào gọi là uốn thuần túy phẳng và uốn ngang phẳng? 
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Chương 5 

CHỈ TIÊU BỀN 

Đưa ra một số phương pháp tính bền trong trường hợp tải trọng động và tải trọng tĩnh. 

5.1. CHỈ TIÊU BỀN TRONG TRƯỜNG HỢP TẢI TRỌNG TĨNH. 

Tải trọng tĩnh: là tải trọng có phương, chiều, trị số không thay đổi hoặc thay đổi 

không đáng kể theo thời gian. 

Phá hỏng tĩnh là do ứng suất làm việc vượt quá giới hạn bền tĩnh của vật liệu và 

thương là do tải đột ngột gây nên. 

Điều kiện bền: ≤[] hoặc ≤[]    (5-1) 

Với []=gh/n hoặc []=gh/n      (5-2) 

Trong đó gh, gh- giới hạn bền (đối với vật liệu dòn) hoặc giới hạn chảy (đối với vật 

liệu dẻo). 

5.2. CHỈ TIÊU BỀN TRONG TRƯỜNG HỢP TẢI TRỌNG ĐỘNG. 

Tải trọng động: là tải trọng có hoặc phương chiều hoặc  trị số thay đổi theo thời gian. 

Khi chi tiết máy làm việc với ứng suất thay đổi đạt tới số chu kỳ đủ lớn, nó có thể bị 

phá hỏng một cách đột ngột, ngay cả khi ứng suất sinh ra trong nó còn nhỏ hơn rất nhiều so 

với giới hạn bền tĩnh của vật liệu. Hiện tượng này thường bắt đầu từ những vết nứt rất nhỏ 

(vết nứt tế vi) sinh ra tại vùng chịu ứng suất lớn, theo thời gian các vết nứt này phát triển 

theo cả bề rộng và bề sâu, làm cho chi tiết bị hỏng đột ngột. 

Đồ thị đường cong mỏi: Qua nghiên cứu cho thấy giữa ứng suất phá hỏng chi tiết với 

số chu kỳ lặp lại tương ứng của ứng suất có quan hệ xác định: số chu kỳ càng nhiều thì ứng 

suất phá hỏng chi tiết càng bé và ngược lại. Bằng nhiều thí nghiệm và thống kê toán học, 

người ta đã thiết lập được đồ thị biểu diễn quan hệ giữa ứng suất (biên độ ứng suất hoặc 

ứng suất lớn nhất) và số chu kỳ ứng suất tương ứng mà mẫu thử có thể chịu được cho tới 

khi bị phá huỷ (hình 5-1). Đây là đồ thị đường cong mỏi (hay còn gọi là đường cong Vêle).  

Đồ thị gồm 2 phần:   

-      Phần đường cong có phương 

trình: m.N=const    (5-3)  

Trong đó: -  ứng suất phá hỏng (giới 

hạn mỏi ngắn hạn) củachi tiết 

     m- bậc của đường cong mỏi;  

      N-  số chu kỳ ứng suất ứng với s.  

-     Phần đường thẳng: Khi  giảm đến 

trị số r thì có thể tăng N khá lớn mà mẫu thử 

không bị hỏng vì mỏi. Điều này tương ứng 

với phần đường thẳng song song với trục 

hoành đi qua điểm (r, N0) và được biểu diễn 

bằng phương trình: 

r= const  

 (5-4) 

Trong đó:    r - là  giới hạn mỏi dài hạn  

      N0 - là  số chu kỳ cơ sở của vật liệu (các loại thép thông thường có N0 

=106- 108). 

Hình 5-1 Đồ thị đường cong 

mỏi 
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Cách tính độ bền khi chi tiết máy chịu ứng suất thay đổi ổn định. 

Tính toán theo điều kiện bền (5-2).  

  Nếu chi tiết làm việc ở chế độ dài hạn, tức khi số chu kỳ chịu tải N lớn hơn hoặc 

bằng số chu kỳ cơ sở N0, ứng suất giới hạn lấy theo giới hạn mỏi dài hạn: gh=r   

  Nếu chi tiết làm việc ở chế độ ngắn hạn, tức N<N0 thì từ công thức (5-3) ta có:  

m
rN.N=m

r.N0 

do đó giới hạn mỏi ngắn hạn ứng với số chu kỳ chịu tải N sẽ là:  

m
rrN

N

N 0   

Và ta có  gh=rN=r.KL 

Trong đó:  m
L

N

N
K 0  - hệ số tuổi thọ, kể đến ảnh hưởng của thời hạn phục vụ và 

chế độ tải trọng đến giới hạn mỏi. 

Cách tính độ bền khi chi tiết máy chịu ứng suất thay đổi không ổn định. 

Giả sử chi tiết chịu các ứng suất thay đổi 1, 2 ... ứng với các chu kỳ ứng suất tương 

ứng N1’, N2’...  

 Khi chịu ứng suất  1 với chu kỳ N1 thì 

chi tiết bị phá hỏng vì mỏi, nhưng cũng với ứng 

suất đó, mà chỉ chịu số chu kỳ N’1<N1 thì nó 

chưa bị phá hỏng vì mỏi , tuy vậy, bên trong nó 

đã chịu một tổn thất mỏi, ứng với tỷ suất mỏi 

N’1/ N1 < 1,  (nếu N’1/ N1 =1 thì chi tiết bị phá 

hỏng vì mỏi).  

Tương tự, khi chịu  2 thì trong chi tiết có 

tổn thất mỏi ứng với N’2/ N2<1...  

Một cách tổng quát, khi chi tiết chịu các 

ứng suất thay đổi [i] với các số chu kỳ tương 

ứng [N’i] (i=1, 2, ... n):   

-    Tổn thất mỏi ứng với chế độ ứng 

suất thứ i sẽ là N’i/ Ni 

-     Theo điều kiện cộng bậc nhất đơn giản các tổn thất mỏi, ta có điều kiện để chi 

tiết bị  phá hỏng vì mỏi sẽ là:    1
1

'

1 
N

N
  (a) 

  

Nhân cả tử số và mẫu số của biểu thức (a) với i
m ta có: 1

11

'

11 
N

N
m

m




, nhưng vì 

1
mNi=r

mN0, nên i
mNi

’=r
mN0  (b) 

Từ biểu thức (b) có thể có hai cách tính độ bền khi ứng suất thay đổi bất ổn định:  

+ Cách thứ nhất: Có thể thay tác dụng của các ứng suất [i] trong suốt thời gian 

phục vụ của chúng bằng tác dụng của ứng suất lớn nhất với chu kỳ tương đương NE.  

Hình 5-2 Sơ đồ tính độ bền khi ứng 

suất thay đổi bất ổn định 
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Vì m
maxNE= rmNE nên từ (b) có thể rút ra: i

mNi
’=max

mNE, do đó số chu kỳ tương 

đương là: 

 












 '

max

i

m

i

E NN



   (5-3)  

và tính toán được đưa về chế độ ứng suất thay đổi ổn định, có ứng suất max với số 

chu kỳ NE xác định theo (5-3). Nếu NE ≥N0 thì gh=r, nếu NE < N0 thì m

E

rgh
N

N0  . 

Cách tính này thường dùng trong tính toán các bộ truyền cơ khí.  

+ Cách thứ hai: Có thể thay tác dụng của các ứng suất [i] trong suốt thời gian phục 

vụ của chúng bằng tác dụng của ứng suất tương đương nào đó (t đ) ứng với số chu kỳ 

tương đương định trước N = Ni 

Vì tđNE=r
mN0, nên từ (b) có thể rút ra:  i

mN’
i=tđ

mN 

Do đó:   m
i

m

i

tđ
N

N





'

  (5-4) 

và tính toán được đưa về chế độ ứng suất thay đổi ổn định, có ứng suất tđ xác định 

theo (5-4) với số chu kỳ N = Ni. Nếu N = N0 thì m
rgh

N

N



 0  

Cách tính này thường dùng để tính chọn ổ lăn.  

5.3. ĐỘ CỨNG BỀ MẶT. 

Độ cứng của chi tiết là khả năng chống lại biến dạng đàn hồi hoặc thay đổi hình dáng 

của nó khi chịu tải.  

Cần phân biệt độ cứng thể tích và độ cứng bề mặt.  

-    Độ cứng thể tích liên quan đến biến dạng của toàn bộ khối vật liệu chi tiết.  

-    Độ cứng tiếp xúc liên quan đến biến dạng của lớp bề mặt của chi tiết.  

 Độ cứng là một trong những chỉ tiêu quan trọng về khả năng làm việc của chi tiết.   

  Trong nhiều trường hợp, chất lượng làm việc của máy được quyết định bởi độ cứng 

của chi tiết. Ví dụ trục chính của máy cắt kim loại không đủ độ cứng sẽ làm tăng sai số của 

các sản phẩm gia công. Các trục trong hộp giảm tốc không đủ độ cứng sẽ bị biến dạng quá 

mức cho phép, gây tập trung tải trọng trên các bánh răng, gây mòn, thậm chí  làm kẹt ổ...  

  Cũng có khi kích thước chi tiết được xác định theo độ bền thì khá nhỏ, song vẫn 

phải lấy tăng lên nhiều để thoả mãn yêu cầu về độ cứng, chẳng hạn như thân máy cắt kim 

loại.  

Yêu cầu về độ cứng ược quyết định bởi:  

- Điều kiện bền của chi tiết, ví dụ như tiết máy quay cần cân bằng, tiết máy chịu nén 

dọc trục...  

- Điều kiện tiếp xúc đều giữa các chi tiết: các bánh răng ăn khớp với nhau, ngõng 

trục với ổ trượt vv...  

- Điều kiện công nghệ, có ý nghĩa lớn trong sản xuất hàng loạt: đ-ờng kính trục cần 

định theo khả năng gia công vv...  
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- Yêu cầu đảm bảo chất lượng làm việc của máy: ví dụ độ cứng của các chi tiết trong 

máy công cụ có ảnh hưởng rất lớn đến độ chính xác gia công.   

-  Phương pháp tính toán độ cứng   

Tính toán độ cứng thể tích  

Trong trường hợp cần phải đảm bảo chi tiết có đủ độ cứng thể tích cần thiết, tính 

toán về độ cứng nhằm giới hạn biến dạng đàn hồi của chi tiết trong một phạm vi cho phép. 

Các phương trình tính toán cơ bản là:  

-   Khi chịu kéo (nén):  l≤ [l]   (5-5) 

-   Khi chịu xoắn:   ≤[]      (5-6)     

-   Khi chịu uốn:    f≤[f]; ≤[]  (5-7) 

Cách xác định trị số của chuyển vị khi kéo (nén) l, độ võng f và góc xoay   khi 

uốn, góc xoắn  khi chịu xoắn được xác định theo các công thức của “Sức bền vật liệu”.  

- Tính toán độ cứng tiếp xúc  

Biến dạng tiếp xúc của các vật thể nhẵn, đồng nhất, tiếp xúc ban đầu theo điểm hoặc 

đường được tính theo lý thuyết Héc và Bêliaép.  

Biến dạng tiếp xúc của các vật thể có diện tích tiếp xúc lớn (ví dụ bàn trượt vớis ống 

máy tiện vv...) được xác định bằng thí nghiệm. 
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